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１　引言

在概率论中，随机变量有离散型和连续型两种，

其中离散型随机变量的概率分布规律用分布列（律）

来描述，而为描述连续型随机变量的概率分布规律，

则引入了概率密度函数的概念，简称“概率密度”.
概率密度按随机变量个数的多少可分为一维概

率密度和二维概率密度两种，本文以一维概率密度

为研究对象.概率密度的定义随教材不同而略有不

同，但都是等价的［１－７］.此处采用教材［６］中的定义：

设Ｘ为连续型随机变量，若存在非负可积函数

ｆ（ｘ）（－∞＜ｘ＜＋∞），使得对任意常数ａ，ｂ（ａ≤ｂ），有

Ｐ｛ａ≤Ｘ≤ｂ}＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ， （１）

则称ｆ（ｘ）为Ｘ的概率密度.

在很多教材中，概率密度的定义直接出现在离

散型随机变量的分布列概念之后，此前几乎没有任

何铺陈，可谓“横空出世”！从离散型随机变量到连续

型随机变量，跳跃实在太大，不少学生感到迷惑不

解：函数ｆ（ｘ）何来？积分所为何故？“密度”又是何
意？不一而足.以下试图对上述问题从源头上给出彻

底明白的解释.

２　 定义式溯源

其实，若 Ｘ 为离散型随机变量，其分布列为

Ｐ｛Ｘ＝ｘｋ}＝ｐｋ（ｋ＝１，２，…），则

Ｐ｛ａ≤Ｘ≤ｂ}＝ ∑
ａ≤ｘｋ≤ｂ

ｐｋ. （２）

那么，若Ｘ为连续型随机变量，则其取值为实数轴
上的所有实数，不可能一一列举，其分布规律当然不

能像离散型随机变量那样用分布列来描述了，故而

改用自变量可连续取值的“函数”来描述，ｆ（ｘ）就应
运而生了.

在离散型随机变量的定义式（２）中，“∑”是对
Ｘ落在区间［ａ，ｂ］内的所有可能情形下的概率求
和 ——— 离散和，而在连续型随机变量的定义式（１）
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中，当然不能对一个连续函数求“离散和”了，只能

改用积分———连续和.其实，从求和号“∑”和积分
号“∫”都来自拉丁文“Ｓｕｍｍａｔｉｏｎ”首字母“Ｓ”的系
出同源关系，就足以看出从分布列到概率密度是非

常自然的延伸和推广了.

３　“密度”溯源

３.１　 物理角度

在物理学上，若一段长度为ｄ的均匀导线的密

度为ρ，则其质量为ｍ＝ρｄ.这里的密度指的是线密

度，以下简称为密度.由此知，ρ＝
ｍ
ｄ
，故密度实为单

位长度上导线的质量，这就是密度的物理学意义.据

此，对于不均匀导线，不难发现有如下结论：

若一段不均匀导线的密度为ρ（ｘ）（ａ≤ｘ≤ｂ），

则其质量为ｍ＝∫
ｂ

ａ
ρ（ｘ）ｄｘ.

结论的证明可以采用微元法.
证明 　 如图１所示，在导线上任意截取充分短

的一段ＡＢ，其中Ａ，Ｂ的横坐标分别为ｘ，ｘ＋Δｘ，且

Δｘ充分小，则由微元法知，导线ＡＢ 段的质量为

ｄｍ＝ρ（ｘ）ｄｘ.

图１　 不均匀导线

于是，整段导线的质量为

ｍ＝∫［ａ，ｂ］ｄｍ＝∫
ｂ

ａ
ρ（ｘ）ｄｘ. （３）

显然，当导线的长度固定时，密度ρ（ｘ）的值越

大，质量也越大.

据此，由概率密度的定义式（１）知，当区间

［ａ，ｂ］固定时，ｆ（ｘ）的值越大，Ｘ落在区间［ａ，ｂ］上

的概率Ｐ（ａ≤Ｘ≤ｂ）也越大.这与上面对式（３）的

解读完全一致.因此，若将概率“Ｐ（ａ≤Ｘ ≤ｂ）”视

为“质量”，则ｆ（ｘ）岂不正是“密度”？！

３.２　 数理角度

设 Ｘ 为连续型随机变量，其分布函数为

Ｆ（ｘ）（－∞＜ｘ＜＋∞）.给定区间［ｘ，ｘ＋Δｘ］，其中

ｘ为任意实数，区间长度Δｘ＞０，则由概率分布函数
的定义及连续性知，Ｘ落在区间［ｘ，ｘ＋Δｘ］内的概
率为

Ｐ｛ｘ≤Ｘ≤ｘ＋Δｘ}

＝Ｐ｛Ｘ≤ｘ＋Δｘ}－Ｐ｛Ｘ＜ｘ}

＝Ｆ（ｘ＋Δｘ）－Ｆ（ｘ）.
于是，

Ｐ｛ｘ≤Ｘ≤ｘ＋Δｘ}
Δｘ ＝Ｆ

（ｘ＋Δｘ）－Ｆ（ｘ）
Δｘ

.

令Δｘ→０，在等号两边取极限，有

ｌｉｍ
Δｘ→０

Ｐ｛ｘ≤Ｘ≤ｘ＋Δｘ}
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

Ｆ（ｘ＋Δｘ）－Ｆ（ｘ）
Δｘ ＝Ｆ′（ｘ）.

又分布函数和概率密度的关系为 Ｆ′（ｘ）＝
ｆ（ｘ），故

ｌｉｍ
Δｘ→０

Ｐ｛ｘ≤Ｘ≤ｘ＋Δｘ}
Δｘ ＝ｆ（ｘ）.

当Δｘ充分小时，有

ｆ（ｘ）≈Ｐ
｛ｘ≤Ｘ≤ｘ＋Δｘ}

Δｘ
. （４）

式（４）中等号的右边，分子为Ｘ落在区间［ａ，ｂ］上的
概率，分母为区间长度，比值为Ｘ落在区间［ａ，ｂ］内
单位长度上的概率.联想到３.１中所谓密度的物理
学意义，此比值岂不正是“概率”的密度？因此，将

ｆ（ｘ）称为“概率密度”实在是恰如 其分！

３.３　 几何角度

由定积分的几何意义知，积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ表示由

直线ｘ＝ａ，ｘ＝ｂ和曲线ｙ＝ｆ（ｘ）所围成的曲边梯
形的面积（见图２）.因此，式（１）表明：随机变量Ｘ落
入区间［ａ，ｂ］内的概率在数值上等于曲边梯形的面积.

图２　概率密度的几何表示

（下转第４７页）

２１



第２５卷 第４期 　 时统业：也谈一个 Ｈｅｒｍｉｔｅ－Ｈａｄａｍａｒｄ型不等式推广形式的加细

ｆｏｒ　ｃｏｎｖｅｘ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｎｕｍｅｒ．Ａｌｇｅｂｒａ　Ｃｏｎｔｒｏｌ
Ｏｐｔｉｍ，２０１２，２（２）：２７１－２７８．

［９］　王良成．凸函数的 Ｈａｄａｍａｒｄ不等式的若干推广［Ｊ］．
数学的实践与认识，２００２，３２（６）：１０２７－１０３０．

［１０］　于永新，刘证．另一个新的与Ｈａｄａｍａｒｄ不等式相关的映
射［Ｊ］．纯粹数学与应用数学，２００８，２４（３）：５４７－５５０．

［１１］　Ｄｒａｇｏｍｉｒ　Ｓ　Ｓ，Ｃｈｏ　Ｙ　Ｊ，Ｋｉｍ　Ｓ　Ｓ．Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｏｆ
Ｈａｄａｍａｒｄ＇ｓ　ｔｙｐｅ　ｆｏｒ　Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｉａｎ　ｍａｐｐｉｎｇｓ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ
ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０００，２４５（２）：４８９－５０１．

［１２］　Ｗａｎｇ　Ｌ　Ｃ．Ｎｅｗ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｏｆ　Ｈａｄａｍａｒｄ＇ｓ　ｔｙｐｅ　ｆｏｒ　Ｌｉｐ－
ｓｃｈｉｔｚｉａｎ　ｍａｐｐｉｎｇｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｉｎ　Ｐｕｒｅ
ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００５，６（２）：Ａｒｔｉｃｌｅ　３７．

［１３］　Ｙａｎｇ　Ｇ　Ｓ，Ｈｏｎｇ　Ｍ　Ｃ．Ａ　ｎｏｔｅ　ｏｎ　Ｈａｄａｍａｒｄ＇ｓ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
［Ｊ］．Ｔａｍｋａｎｇ　Ｊ．Ｍａｔｈ．，１９９７，２８（１）：３３－３７．

［１４］　李泽妤，徐美萍，宋国华．Ｈｅｒｍｉｔｅ－Ｈａｄａｍａｒｄ不等
式的改进［Ｊ］．黑龙江大学自然科学学报，２００８，２５
（３）：２９７－３００．

［１５］　张小明，褚玉明．解析不等式新论［Ｍ］．哈尔滨：哈尔滨
工业大学出版社，２００９：１３９－１４８，１８０－１８４，１９８－２１５．

［１６］　Ｔｓｅｎｇ　Ｋ　Ｌ，Ｈｗａｎｇ　Ｓ　Ｒ．Ｎｅｗ　Ｈｅｒｍｉｔｅ－Ｈａｄａｍａｒｄ－
ｔｙｐｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｆｉｌｏｍａｔ，

２０１５，３０（１４）：３６６７－３６８０．
［１７］　Ｆｏｋ　Ｈ　Ｋ，Ｖｏｎｇ　Ｓ　Ｗ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｓｏｍｅ　Ｈｅｒｍｉｔｅ－

Ｈａｄａｍａｒｄ－ｔｙｐｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ［Ｊ］．Ｉｎｄｉａｎ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｐｕｒｅ
ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１５，４６（３）：３５９－３７０．

［１８］　Ｄｒａｇｏｍｉｒ　Ｓ　Ｓ，Ｍｃａｎｄｒｅｗ　Ａ ．Ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ
Ｈｅｒｍｉｔｅ－Ｈａｄａｍａｒｄ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｒ　ｃｏｎｖｅｘ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｉｎ　Ｐｕｒｅ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００５，６（５）：Ａｒｔｉｃｌｅ　１４０．

［１９］　Ｄｒａｇｏｍｉｒ　Ｓ　Ｓ．Ｆｕｒｔｈｅｒ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｓｏｍｅ　ｍａｐｐｉｎｇｓ　ａｓ－
ｓｏｃｉａｔｅｄ　ｗｉｔｈ　Ｈｅｒｍｉｔｅ－Ｈａｄａｍａｒｄ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ［Ｊ］．Ｔａｍ－
ｋａｎｇ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００３，３４（１）：４５－５７．

［２０］　王良成，李素斐．与Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件相关的 Ｈａｄａｍａｒｄ
型的新不等式［Ｊ］．重庆理工大学学报（自然科学），

２０１１，２５（１）：１２０－１２３．
［２１］　Ｔｓｅｎｇ　Ｋ　Ｌ，Ｈｗａｎｇ　Ｓ　Ｒ，Ｄｒａｇｏｍｉｒ　Ｓ　Ｓ．Ｎｅｗ　Ｈｅｒ－

ｍｉｔｅ－Ｈａｄａｍａｒｄ－ｔｙｐｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｆｏｒ　ｃｏｎｖｅｘ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
（ＩＩ）［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ　ａｎｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｗｉｔｈ　Ａｐｐｌｉｃａ－
ｔｉｏｎｓ，２０１１，６２：４０１－４１８．

［２２］　孙雨竹．巧用凸函数几何性质解题［Ｊ］．高等数学研
究，２０１８，２１（５）：５２－５３．

［２３］　李丹衡，邓远北．函数的左、右导数的应用［Ｊ］．高等数
学研究，１９９９，２（３）：

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

２６－２８．

（上接第１２页）

　　 易见，当区间［ａ，ｂ］固定时，ｆ（ｘ）的值越大，则
曲边梯形的面积也越大，即Ｘ 落入区间［ａ，ｂ］内的
概率也越大.
联想到物体的长度、面积、体积固定时，（线、面、

体）密度越大，物体的质量也就越大.因此，概率密

度ｆ（ｘ）的确有“密度”的意涵.

３.４　 测度角度

前文述及的物理角度下的“长度”、几何角度下

的“面积”都是测度论中的“测度”.从测度角度看，

概率就是概率空间（Ｘ，Ｆ，Ｐ）中的测度Ｐ，是对形形
色色的随机事件发生的可能性的测量；概率密度函

数ｆ（ｘ）是满足性质

Ｐ｛Ｘ∈Ａ}＝∫Ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

的可测函数，其中随机事件Ａ是概率空间中的任一
可测集，这与式（１）中初等概率论对ｆ（ｘ）的定义是
完全吻合的，只不过限于知识水平而把勒贝格积分

当作黎曼积分罢了［８］.

４　结束语

文献［９］也从平均概率密度的角度给出了概率

密度的解释，但广度和深度均略显不足.

本文从多个角度对连续型随机变量的概率密度

的概念进行了追根溯源，可以预期不仅能解除读者
对概率密度引入目的的疑惑，加深对概率密度概念
来源的理解，更能增添概率论乃至整个数学学习的
趣味性，可谓一举数得.
本文针对一维连续型随机变量的概率密度进行

了诠释，无论研究角度和研究方法，都适用于二维连续
型随机变量的概率密度，感兴趣的读者可以自己完成.
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