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摘　要　本文分析了一种从经济学角度理解矩阵的特征值与特征向量概念的途径，希望达到降低理解门槛，有利

于相关专业学科线性代数教学实践的目的．
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　　矩阵的特征值和特征向量是线性代数中的基础
概念，是在行列式、矩阵、向量、线性方程组等知识的
基础上建立起来的综合性知识点．同时，特征值和特
征向量本身也具有多种属性和知识延伸．这一方面
体现出特征值与特征向量在线性代数知识体系中的

重要性，另一方面，也使得对于初学者，尤其是人文
经管类学科的学生来说，理解和掌握这一概念有不
小的难度．“教”与“学”两个方面，均在呼唤一种更直
观、通俗的特征值与特征向量的理解方式．
本文针对这一问题给出了一种从人文经管类学

科学生的专业背景出发，理解特征值和特征向量的
方法，供同行们参考．
为了在教学中降低学生的理解门槛，有同行提

出了特征值与特征向量的几何意义教学法［１］．但这
种理解方式讲授时需占用较多时间，与目前大学线
性代数的以计算为主的体系脱节．最重要的是，对于

人文经管类学科的学生来说，几何直观的特征值与
特征向量解释仍然是一种难度较大的理解方式，且
与其专业背景知识相去较远．
因此本文认为应该针对这一问题探索一种更通

俗的，或者说更便于人文经管类学生理解特征值与
特征向量的途径．
笔者首先发现，在知乎［２］、人大经济论坛［３］等互

联网平台上，这一问题被提出讨论多次，但未见高质
量的回应．在中国知网、谷歌学术等中英文学术平台
的教学问题研究中，这一问题仍鲜有涉及．在经济数
学［４］、数量经济学［５］等专业类的数学教材中，也未见
到对特征值与特征向量的通俗经济学解释．只有在
计量经济学［６］等教材中，才有部分模型中使用到了
矩阵的特征值和特征向量，但明显属于知识的应用
而非利于初学者的理解．这说明该问题是一个群众
呼声很高，但在教学研究中仍未有成型解决方案的
问题．
为此本研究提出如下特征值与特征向量的理解

方案：

首先，在经典经济学增长理论中，土地（包括实
际使用的土地面积和自然、矿产资源）和劳动力被认
为是最基础的生产要素，即任何高度结构化的产品，
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都是由一系列中间产品构成的，而所有中间产品最
终都可以归结到土地和劳动力这两个要素之中［７］．
这意味着所有产品所包含的内容均为土地和劳动力

的线性组合．假设一单位的土地和一个工时的劳动
力价值均为１，则形成了两个基本单位向量

Ｔ＝［］１０ ，Ｌ＝［］
０
１
， （１）

其它所有产品的价值Ｐ均为这两个向量的线性组
合，即

Ｐ＝ａＴ＋ｂＬ＝ａ［］１０ ＋ｂ［］
０
１
＝［］ａｂ ＝

１　０［ ］０　１ ［］ａｂ
（２）

我们不妨将式子中的［ａ　ｂ］Ｔ 称为产品的价值结构
向量，其中的第一个维度捕捉了一单位该产品包含
的劳动力价值ａ，第二个维度捕捉了一单位该产品
包含的土地价值ｂ.
后来，经济学家又发现，除了土地和劳动力，其

实还有另外一种基本生产要素，通常称为技术进步，

企业家精神，或者创新，这种生产要素并不简单形成
一个新的基本向量，而是使原有的土地、劳动力的基
本价值向量发生改变，使其发生组合效应［８］.如，技
术提升使土地中融入了智慧，相当于土地向量Ｔ（［１
　０］Ｔ）的第二维度组合进了若干单位劳动力要素；

劳动力要素中融入了工具，相当于劳动力向量Ｌ（［０
　１］Ｔ）的第一维度中组合进了若干单位土地要素，

同时，二者的原维度的价值也获得提升.进而改变了
所有产品的价值构成，且原有的单位向量中的土地
价值和劳动力价值也产生了创新价值提升作用.
如，一种可能的情况是在技术进步的作用下，土

地和劳动力的基本单位向量被改变为：

Ｔ＝［］１０ →——————
土地中融入智慧

Ｔ＝［］３２ ，
Ｌ＝［］０１ →——————

劳动中融入工具
Ｌ＝［］１２

（１）

那么，在新的技术水平下，技术进步之前使用一
单位Ｔ和一单位Ｌ 的某产品在技术进步后的价值
就发生了如下转变

Ｐ＝１＊Ｔ＋１＊Ｌ＝１＊［］３２ ＋１＊［］
１
２
＝［］４４

＝
３　１［ ］２　２ ［］１１ ＝４［］

１
１

（３）

这时，我们发现了两个有趣的规律：
（１）一个产品的价值向量Ｐ总是等于土地和劳

动力的基本单位向量列矩阵（Ｔ，Ｌ）Ｔ与该产品使用

的两种要素数量向量的积；
（２）在技术水平进步以后，要素价值结构向量为

［ ］１　１　Ｔ 的产品的价值结构向量变为［４　４］Ｔ，存在

一个倍数关系.
那么，是不是任何一个技术进步之前的产品价

值结构在发生技术进步之后的产品价值结构均存在

这种倍数关系呢？我们再举一例：

　　Ｐ＝１＊Ｔ＋２＊Ｌ＝１＊［］３２ ＋２＊［］
１

２
＝［］５６

＝
３　１［ ］２　２ ［］１２ ≠λ［］

１

２
（４）

可见，并非所有产品都存在技术进步以后的价值结

构是原价值结构倍数的关系.
综上所述，如果我们将基本单位向量矩阵记为

一个一般的矩阵Ａ（不妨称为经济的基矩阵），一个
产品的价值结构向量记为α，发生价值转变后的可
能存在的倍数为λ，那么，存在这种倍数关系时，就
可以简单记为

Ａα＝λα （５）

在这个式子中，价值结构向量转变的倍数λ就
称为技术进步以后的基矩阵Ａ 的特征值，α称为矩
阵Ａ 对应于特征值λ的特征向量.
这种理解特征值和特征向量的方式有利于相关

专业的学生在学到相关课程时引起思考．例如：在技

术经济学中有一个经典的例子，爱迪生发明出可量

产的白炽灯时，假设每生产１００个白炽灯的使用的

土地和劳动力的价值分别为１，１；到了２０世纪９０
年代，人类已经逐渐淘汰白炽灯，开始广泛使用

ＬＥＤ灯，假设每生产１００个ＬＥＤ灯需要的与白炽

灯时期的等价土地和工时分别为４和４．学生在学

到类似内容时就可以联想到，白炽灯到ＬＥＤ的价值

结构向量发生的是成比例变动，其中存在特征值和

特征向量的关系．
线性代数在现代科学中的应用十分广泛，但在

举例说明时往往以理工学科背景知识为主，其实包

括特征值与特征向量在内的线性代数知识中也蕴含

着丰富的经济学本质．在相关专业学生的教学中如

能结合其背景知识举例讲解，将有利于提高学生的

学习兴趣，优化教学效果．
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