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摘　要　本文利用数学归纳法、函数的凹凸性、函数的单调性、函数的极值、多元函数的条件极值这五种方法对不

等式ｘ
ｎ＋ｙｎ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ
（其中ｎ≥１的整数，ｘ≥０，ｙ≥０）进行了证明．

关键词　数学归纳法；函数凹凸性；单调性；极值；条件极值

中图分类号　Ｏ１７２　　　文献标识码　Ａ　　　文章编号　１００８－１３９９（２０２０）０３－００２３－０３

Ｆｉｖｅ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　Ｐｒｏｏｆｓ　ｆｏｒ　ａｎ　Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
ＬＩＵ　Ｊｉｑｉｎ　ａｎｄ　ＨＡＯ　Ｘｉｕｍｅｉ

（Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ　Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ，Ｓｈａｎｄｏｎｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｆｉｎａｎｃｅ　ａｎｄ

Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ，Ｊｉｎａｎ，Ｓｈａｎｄｏｎｇ，２５００１４，ＰＲＣ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ，ｆｉｖｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ，ｓｕｃｈ　ａｓ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ，ｔｈｅ　ｕｓｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｎｃａｖｉｔｙ　ａｎｄ　ｃｏｎ－

ｖｅｘｉｔｙ，ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ，ｅｘｔｒｅｍｅ　ｖａｌｕｅ　ａｎｄ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ　ｅｘｔｒｅｍｅ　ｖａｌｕｅ，ａｒｅ　ｕｓｅｄ　ｔｏ　ｐｒｏｖｅ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

ｘｎ＋ｙｎ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ
（ｈｅｒｅ　ｎ　ｉｓ　ａｎ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ａｎｄ　ｎ≥１，ｘ≥０，ｙ≥０）．
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１　问题的提出

　　不等式证明是学习高等数学时经常遇到的一种

重要题型，而不等式的证明方法灵活多样，技巧性

强．通过学习不等式的多种证明方法，可以更好地

加强初学者对不等式证明方法的了解，进一步加强

高等数学中相关知识的理解．下面给出如下不等式：

若ｎ≥１且ｎ为整数，ｘ≥０，ｙ≥０，证明：

ｘｎ＋ｙｎ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ

．

２　不等式的五种证明方法

（１）数学归纳法证明不等式

证明　当ｎ＝１时，左＝ｘ＋ｙ２
，右＝ｘ＋ｙ２

，故左＝

右，不等式中的等号成立．

当ｎ＝２时，右＝ ｘ＋ｙ（ ）２
２

＝ｘ
２＋ｙ２＋２ｘｙ

４
，又因

为２ｘｙ≤ｘ２＋ｙ２，所以

右≤ｘ
２＋ｙ２＋ｘ２＋ｙ２

４ ＝ｘ
２＋ｙ２
２ ＝左，

故当ｎ＝１，ｎ＝２时，结论都成立．

设ｎ＝ｋ时结论成立，即ｘ
ｋ＋ｙｋ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｋ

．下

面考察ｎ＝ｋ＋１的情况．
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右＝ ｘ＋ｙ（ ）２
ｋ＋１

＝ ｘ＋ｙ（ ）２
ｋ
·ｘ＋ｙ
２

≤ｘ
ｋ＋ｙｋ
２

·ｘ＋ｙ
２

＝
（ｘｋ＋１＋ｙｋ＋１）＋（ｘｙｋ＋ｘｋｙ）

４ ．

又因为ｘ≥０，ｙ≥０，从而有

ｘｋ＋１＋ｙｋ＋１
４ －ｘｙ

ｋ＋ｘｋｙ
４ ＝

（ｘ－ｙ）（ｘｋ－ｙｋ）
４

＝
（ｘ－ｙ）２（ｘｋ－１＋ｘｋ－２　ｙ＋…＋ｘｙｋ－２＋ｙｋ－１）

４ ≥０，

即 ｘｋ＋１＋ｙｋ＋１
４ ≥ｘｙ

ｋ＋ｘｋｙ
４ ．

故

ｘ＋ｙ（ ）２
ｋ＋１

≤ｘ
ｋ＋１＋ｙｋ＋１
４ ＋ｘｙ

ｋ＋ｘｋｙ
４

≤ｘ
ｋ＋１＋ｙｋ＋１
４ ＋ｘ

ｋ＋１＋ｙｋ＋１
４ ＝ｘ

ｋ＋１＋ｙｋ＋１
２ ．

从而ｎ＝ｋ＋１时结论成立．由数学归纳法知，对所

有ｎ≥１的整数，ｘ≥０，ｙ≥０，均有

ｘｎ＋ｙｎ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ

．

（２）应用函数的凹凸性证明不等式

证明思路　由曲线凹凸性概念［１－２］知，若曲线

ｆ（ｘ）在区间Ｉ上是凹的，则对任意实数ｘ，ｙ∈Ｉ，总

有ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）
２ ≥ｆ ｘ＋ｙ（ ）２ ．因此，如果所证明的不

等式中含有两点函数值之和ｆ（ｘ）＋ｆ（ｙ）的形式

时，常常考虑用函数的凹凸性证明．本文要证的不

等式符合此情况，故考虑用函数的凹凸性证明．由

所证不等式形式，显然假设函数ｆ（ｘ）＝ｘｎ，然后判

断ｆ（ｘ）＝ｘｎ 在（０，＋!）上的凹凸性，从而利用凹凸

性的定义证明该不等式．

证明　令ｆ（ｘ）＝ｘｎ，则ｆ″（ｘ）＝ｎ（ｎ－１）ｘｎ－２．

因为当ｘ∈（０，＋!），ｎ＞１时，ｆ″（ｘ）＞０，所以ｆ（ｘ）

为凹函数，由凹函数的概念［１－３］可知，对任意实数

ｘ，ｙ∈（０，＋!）及实数λ＝１２∈
（０，１），总有

ｆ（λｘ＋（１－λ）ｙ）≤λｆ（ｘ）＋（１－λ）ｆ（ｙ），

即 １
２ｘ＋

１
２（ ）ｙ ｎ

≤１２ｘ
ｎ＋１２ｙ

ｎ，

亦即

ｘ＋ｙ（ ）２
ｎ

≤ｘ
ｎ＋ｙｎ
２ 　（ｎ＞１，ｘ＞０，ｙ＞０）．

容易验证当ｎ＝１或ｘ＝０或ｙ＝０时，该不等

式均成立．故对所有的ｎ≥１，ｘ≥０，ｙ≥０，均有

ｘｎ＋ｙｎ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ

．

（３）应用函数的单调性证明不等式

证明思路　一元函数单调性的一个重要应用是

证明不等式［１－３］．但本文中要证明的不等式涉及两个

变量ｘ，ｙ，无法直接利用一元函数单调性证明．但若

暂时固定ｙ＝ｙ０≥０，则相当于证明不等式

ｘｎ＋ｙｎ０
２ ≥ ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ
，

此时该不等式可看作只含一个变量ｘ，故可考虑利用

一元函数的单调性证明．将此不等式整理成ｆ（ｘ）≥０

形式，自然设出应用单调性的函数为

ｆ（ｘ）＝
ｘｎ＋ｙｎ０
２ － ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ

．

然后利用ｆ（ｘ）的单调性证明不等式

ｘｎ＋ｙｎ０
２ ≥ ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ
，

最后利用ｙ０ 的任意性，从而证明出本文中的不等

式．

证明　对任意固定的ｙ０≥０，令

ｆ（ｘ）＝
ｘｎ＋ｙｎ０
２ － ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ
，

则

ｆ′（ｘ）＝ｎ２ｘ
ｎ－１－ｎ ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ－１
·１
２

＝ｎ２ ｘ
ｎ－１－ ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ［ ］－１

，

Ⅰ．当ｘ≥ｙ０≥０时，ｘ≥
ｘ＋ｙ０
２
，则

ｘｎ－１≥ ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ－１
，

从而ｆ′（ｘ）≥０，故ｆ（ｘ）单调上升，从而有ｆ（ｘ）≥

ｆ（ｙ０），又

ｆ（ｙ０）＝ｙ
ｎ
０＋ｙｎ０
２ － ｙ０＋ｙ０（ ）２

ｎ

＝０，

则有

ｘｎ＋ｙｎ０
２ ≥ ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ

．

４２
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Ⅱ．当０≤ｘ＜ｙ０ 时，ｘ＜
ｘ＋ｙ０
２
，则

ｘｎ－１＜ ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ－１
，

从而ｆ′（ｘ）＜０，故ｆ（ｘ）单调下降，从而有ｆ（ｘ）＞

ｆ（ｙ０）＝０，故有

ｘｎ＋ｙｎ０
２ ＞ ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ

．

综上所述，对所有的ｘ≥０，均有

ｘｎ＋ｙｎ０
２ ≥ ｘ＋ｙ０（ ）２

ｎ

．

又因为ｙ０ 是任意的，从而对所有的ｘ≥０，ｙ≥０，有

ｘｎ＋ｙｎ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ

．

（４）应用函数的极值证明不等式

证明思路　因为本文中要证的不等式等价于

ｘｎ＋ｙｎ
２ － ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ

≥０，

该不等式涉及两个变量ｘ，ｙ，因此可考虑利用二元

函数的极（最）值证明上面不等式，从而问题转化为

证明二元函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ
ｎ＋ｙｎ
２ － ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ

在ｘ≥０，ｙ≥０时的最小值非负，因此利用二元函数

求最（极）值的方法即可证明该不等式．
证明　考虑函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ
ｎ＋ｙｎ
２ － ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ

　（ｘ≥０，ｙ≥０），

只要证明此函数在第一象限内最小值为零即可．因

为

ｆ′ｘ（ｘ，ｙ）＝ｎｘ
ｎ－１

２ －ｎ２
· ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ－１

＝０，

ｆ′ｙ（ｘ，ｙ）＝
ｎｙｎ－１
２ －ｎ２

· ｘ＋ｙ（ ）２
ｎ－１

＝０
烅

烄

烆
，

解得ｘ＝ｙ，因此下面比较ｆ（ｘ，ｘ），ｆ（ｘ，０），ｆ（０，ｙ），

ｌｉｍ
ｘ→＋!
ｆ（ｘ，ｙ），ｌｉｍ

ｙ→＋!
ｆ（ｘ，ｙ）的值的大小．因为

ｆ（ｘ，ｘ）＝０，

ｆ（ｘ，０）＝ｘ
ｎ

２－
ｘ（ ）２

ｎ

≥０，

ｆ（０，ｙ）＝ｙ
ｎ

２－
ｙ（ ）２

ｎ

≥０，

ｌｉｍ
ｘ→＋!
ｆ（ｘ，ｙ）＝ｌｉｍ

ｘ→＋!

ｙｎ
２＋ｘ

ｎ（１
２－

１＋ｙｘ
烄

烆

烌

烎２

ｎ
熿

燀

燄

燅
），

因为ｌｉｍ
ｘ→＋!

１＋ｙｘ
烄

烆

烌

烎２

ｎ

＝（ ）１２
ｎ
，而ｎ≥１，故ｌｉｍ

ｘ→＋!
ｆ（ｘ，ｙ）≥０，

同理ｌｉｍ
ｙ→＋!
ｆ（ｘ，ｙ）≥０．故对所有的ｘ≥０，ｙ≥０，有ｆ

（ｘ，ｙ）≥０，即

ｘｎ＋ｙｎ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ

．

（５）应用函数的条件极值证明不等式

证明思路　对于不等式ｘ
ｎ＋ｙｎ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ
，实际

上没有等式约束条件，但若引入约束条件ｘ＋ｙ
２ ＝ｃ，则

该不等式的证明问题转化为在该约束条件下证明

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ
ｎ＋ｙｎ
２
的极（最）小值为ｃｎ．而求二元函

数ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ
ｎ＋ｙｎ
２
在条件ｘ＋ｙ

２ ＝ｃ下的极值还是

比较容易的．这种思想方法为我们提供了一种新的

且较简单的证明不等式的方法．

证明　任意固定ｘ０≥０，ｙ０≥０，记
ｘ０＋ｙ０
２ ＝ｃ，现

在考虑ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ
ｎ＋ｙｎ
２
在条件ｘ＋ｙ

２ ＝ｃ下的极值．

构造拉格朗日函数

Ｌ（ｘ，ｙ，λ）＝ｘ
ｎ＋ｙｎ
２ ＋λｘ＋ｙ２ －（ ）ｃ ，

则有

Ｌ′ｘ＝ｎｘ
ｎ－１

２ ＋λ２＝０
，

Ｌ′ｙ＝
ｎｙｎ－１
２ ＋λ２＝０

，

Ｌ′λ＝
ｘ＋ｙ
２ －ｃ＝０

烅

烄

烆
，

解得ｘ＝ｃ，ｙ＝ｃ．又ｆ（ｃ，ｃ）＝ｃ
ｎ＋ｃｎ
２ ＝ｃｎ．考虑边界

上的点

ｆ（２ｃ，０）＝
（２ｃ）ｎ
２ ＝２ｎ－１ｃｎ≥ｃｎ，

同理ｆ（０，２ｃ）≥ｃｎ．又点（ｃ，ｃ）是唯一的驻点，故点

（ｃ，ｃ）是函数ｆ（ｘ，ｙ）的最小值点，从而

ｆ（ｘ，ｙ）≥ｆ（ｃ，ｃ）＝ｃｎ．
则

ｆ（ｘ０，ｙ０）＝
ｘｎ０＋ｙｎ０
２ ≥ｃｎ＝ ｘ０＋ｙ０（ ）２

ｎ

．

（下转第４８页）

５２
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则（１）式极限也为０［４］［５］．
这里需要注意的是，若直接构造如下形式的级

数∑
!

ｎ＝０∫
π
２

０
ｓｉｎｎｘｄｘ，在收敛域［０，π／２－ε］内计算得

∫
π
２－ε

０ ∑
!

ｎ＝０
ｓｉｎｎｘｄｘ＝∫

π
２－ε

０

１
１－ｓｉｎｘ

ｄｘ

＝ ｔａｎｘ＋ １
ｃｏｓ［ ］ｘ

π
２－ε

０

（３）

但ε→０＋ 时该积分发散，方法失效．
相较而言，以上方法简单易行．特别地，对积分

上限的调整给我们带来不小的启发．事实上，对于

积分式求极限，大家最容易想到的就是利用积分中

值定理去掉积分号，即必存在ξ∈ （０，π／２），使得

ｌｉｍ
ｎ→!
ｓｉｎｎξ·

π
２ ＝０

对吗？肯定不对！这里ξ的取值应是与ｎ有关的，且可

能有ξｎ →π／２，以上极限不再是０而是１
! 不定型极

限．产生错误的原因同样是积分上限．因此对积分上

限做出调整后可以得到以下计算方法：

法１　被积函数仅在积分上限处函数值取１，从

而影响极限的存在，假设 ε∈（０，π／２），存在ξｎ∈
（０，π／２－ε），使得

∫
π
２－ε

０
ｓｉｎｎｘｄｘ＝ （π２－ε

）ｓｉｎｎξｎ （４）

当ｎ→ !时有

０≤∫
π
２－ε

０
ｓｉｎｎｘｄｘ≤ （π２－ε

）ｓｉｎｎ（π２－ε
）→０

由于ε的任意性，可知原极限为０．

　　法２　既然三角函数ｓｉｎｘ在（０，π／２）内单调递

增，我们尝试用积分的单调性来完成计算，所求极限

的积分式我们简记为Ｉ，则有

Ｉ＝∫
π
２－ε

０
ｓｉｎｎｘｄｘ＋∫

π
２

π
２－ε
ｓｉｎｎｘｄｘ （５）

由被积函数的单调性可得

Ｉ≤ （π２－ε
）·ｓｉｎｎ（π２－ε

）＋ε

显然右端在ｎ趋于无穷大时极限为０，利用夹逼准

则，原式极限为０．

３　结论

　　本文给出了一种利用级数收敛的必要条件求极

限的方法，只有在级数的一致收敛区间内才可交换

求积分与求和的顺序，且对积分上限处理后，仍可用

积分中值定理去掉积分号．
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又因为ｘ０，ｙ０ 是任意的，故对ｘ≥０，ｙ≥０，有

ｘｎ＋ｙｎ
２ ≥ ｘ＋ｙ（ ）２

ｎ

．

说明　除了第一种证明方法要求ｎ为正整数，

其它四种证明方法均没用到ｎ为正整数这一条件，

所以对后面的四种证明方法，不等式中的条件可以

放宽，即可去掉“ｎ≥１整数”这一条件．

３　小结

　　不等式的证明不仅是高等数学的重要内容，而

且各种类型的不等式在现代数学的各个分支及实际

应用中起着十分重要的作用．本文对一道不等式证

明问题给出了多种不同的证明方法，这些都是重要

的数学思想与方法，这些方法为证明不等式提供了

一些借鉴．通过这些方法的学习，可以加强学生对

高等数学中相关知识的理解与掌握，从而进一步提

高学生创新能力与发散思维能力．对同一问题找出

不同的证明方法，这对于数学思想的培养和应用知

识能力的提高都是很有意义的．
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