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和式、幂指式、阶乘式数列的极限
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摘　要　本文利用单调有界性，夹逼定理，积分，级数，海涅定理，斯特林公式，沃利斯公式讨论了有关和式，幂指

式，阶乘式数列的极限，并举例说明．
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　　数列的收敛与发散是高等数学学习中的一个主

要内容，有关和式（无穷多项的代数和）、幂指式（幂

和指数都是ｎ的变量）、阶乘式（关于ｎ！的变量），

或其混合运算的极限是学习中的难点，本文通过举

例说明求解的一些思路方法．

１　利用单调有界性讨论和式极限

如果一个数列单调递增有上界，或单调递减有

下界，那么该数列收敛．此方法的局限是只能证明数

列的极限存在，求出极限还需要另行方法．

一般和式数列的单调性，可以利用“相减法”讨

论．有界性的讨论，可以观察项的规律，并借助不等

式放大或缩小到上下界．在学习中可以积累一些常

用的不等式，如对ｘ∈Ｒ都有１＋ｘ≤ｅｘ，对ｘ＞－１

都有ｘ≥ｌｎ（１＋ｘ）等．变换后又能得到一些不等式，

如令（－ｘ）＞（－１）有（－ｘ）≥ｌｎ（１－ｘ），即ｘ＜１时

ｘ≤－ｌｎ（１－ｘ）等．

例１　判定数列｛１ｎ＋１＋
１
ｎ＋２＋

…＋１３ｎ｜ｎ＝１
，

２，…｝的敛散性．

解　设ａｎ＝（１ｎ＋１＋
１
ｎ＋２＋

…＋１３ｎ
），又ａｎ＋１－ａｎ＝

１
３ｎ＋１＋

１
３ｎ＋２－

２
３ｎ＋３＞０

，并且ａｎ＝ １
ｎ＋１＋

…＋

１
３ｎ≤

２ｎ
ｎ＋１＜２

，所以该数列单调递增有上界，从而

收敛．

例２　判定数列｛１＋１２＋
…＋１ｎ－ｌｎｎ｜ｎ＝１

，

２，…｝的敛散性．

分析　观察曲线ｙ＝ｘ与ｙ＝ｌｎ（１＋ｘ），ｙ＝

－ｌｎ（１－ｘ）在原点的图像关系，对１ｎ
进行放大和缩
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小．即利用不等式，当－１＜ｘ＜１时，ｌｎ（ｘ＋１）＜ｘ＜

－ｌｎ（１－ｘ）．

解　设ａｎ＝１＋１２＋
…＋１ｎ－ｌｎｎ

，则ａｎ＋１－

ａｎ＝ １
ｎ＋１－

［ｌｎ（ｎ＋１）－ｌｎｎ］，利用微分中值定理，

ａｎ＋１－ａｎ＝ １
ｎ＋１－

［ｌｎ（ｎ＋１）－ｌｎｎ］＝ １
ｎ＋１－

１
ξ
＜

０，（ｎ＜ξ＜ｎ＋１），所以数列｛ａｎ｝单调递减，又当－１

＜ｘ＜１时，ｌｎ（ｘ＋１）＜ｘ＜－ｌｎ（１－ｘ），所以

ｌｎ３２＜
１
２＜－ｌｎ

１
２
，

ｌｎ４３＜
１
３＜－ｌｎ

２
３
，

…

从而

１＋ｌｎ（３２
·４
３
·…·ｎ＋１

ｎ
）－ｌｎｎ＜１＋１２＋

…

＋１ｎ－ｌｎｎ＜１－ｌｎ
（１
２
·２
３
·…·ｎ－１

ｎ
）－ｌｎｎ （１）

即

０．３０７≈１－ｌｎ２＜１＋ｌｎｎ＋１２ｎ ＜

１＋１２＋
…＋１ｎ－ｌｎｎ＜１

，

所以数列｛ａｎ｝单调有界从而收敛．

注　极限值ｌｉｍ
ｎ→!
（１＋１２＋

…＋１ｎ－ｌｎｎ
），称为欧

拉常数．至今还未明确它是多少，是有理数还是无理

数．文献［１］也用几种方法证明了其收敛性．但是本例

的方法，可以通过调整（１）式，获得上下界，并提高精

度．比如从１３
开始使用不等式，则

１＋１２＋ｌｎ
（４
３
·５
４
·…·ｎ＋１

ｎ
）－ｌｎｎ＜

１＋１２＋
１
３＋

…＋１ｎ－ｌｎｎ＜

１＋１２－ｌｎ
（２
３
·３
４
·…·ｎ－１

ｎ
）－ｌｎｎ

即

０．４０１≈３２－ｌｎ３＜
３
２＋ｌｎ

ｎ＋１
３ｎ ＜

１＋１２＋
１
３＋

…＋１ｎ－ｌｎｎ＜
３
２－ｌｎ２≈０．８０７

，

可见，精度提高很大．

２　利用夹逼定理求和式极限

当遇到一个和式数列，其和难以求解时，可以考

虑夹逼定理．夹逼定理即，如果ｃｎ ≤ａｎ ≤ｂｎ，

（ｎ＝ｋ，ｋ＋１，…ｋ∈Ｎ＋），且ｌｉｍ
ｎ→!
ｃｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→!
ｂｎ ＝ａ，那

么ｌｉｍ
ｎ→!
ａｎ ＝ａ．应用的难点是收放不等式，要恰好使

得放大和缩小的两边变量的极限存在且相等．有些

题目，通过观察项的规律容易找到恰当地两边变量，

如ｌｉｍ
ｎ→!∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｎ＋槡ｋ

＝１；有些题目难度大技巧强，但还

是围绕项的特点收放不等式，如下例．

例３　 求ｌｉｍ
ｎ→!

１＋２ｎ＋…＋ｎｎ
ｎｎ ．

解 　 因为

１＋２ｎ＋…＋ｎｎ
ｎｎ ＝ （１－ｎ－１ｎ

）ｎ＋

（１－ｎ－２ｎ
）ｎ＋…＋（１－１ｎ

）ｎ＋１，

利用不等式，对ｘ∈Ｒ都有１＋ｘ≤ｅｘ，放大上述变

量．同时对任意小于ｎ的正整数ｋ保留有限项，缩小

上述变量．从而

［１＋（１－１ｎ
）ｎ＋…＋（１－ｋｎ

）ｎ］≤

１＋２ｎ＋…＋ｎｎ
ｎｎ ≤

［ｅ－（ｎ－１）＋ｅ－（ｎ－２）＋…＋ｅ－１＋１］，

对上述不等式同时取极限，令ｎ→ !，可得到

１＋ｅ－１＋…＋ｅ－ｋ ≤ｌｉｍ
ｎ→!

１＋２ｎ＋…＋ｎｎ
ｎｎ ≤ ｅ

ｅ－１
．

再令ｋ→ !，由夹逼定理有

ｌｉｍ
ｎ→!

１＋２ｎ＋…＋ｎｎ
ｎｎ ＝ ｅ

ｅ－１
．

３　 利用积分的定义求和式极限

利用积分的定义可求和式数列的极限．若函数

ｆ（ｘ）在［０，ｍ］上可积，或在（０，ｍ］上广义积分存

在，那么ｌｉｍ
ｎ→!∑

ｍ·ｎ

ｋ＝１

１
ｎｆ
（ｋ
ｎ
）＝∫

ｍ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ．最常应用

ｍ＝１的公式．

利用积分定义求解和式极限的思路是，观察每

一项是否能够变形为１
ｎｆ
（ｋ
ｎ
）形式，整个和式变形

８３



第２４卷 第５期 　 孙向勇：和式、幂指式、阶乘式数列的极限

为“积分和”∑
ｍ·ｎ

ｋ＝１

１
ｎｆ
（ｋ
ｎ
）的形式．注意对ｋ求和时，

如果ｋ从１，２，…，ｍ·ｎ，则这个和式的极限为ｆ（ｘ）

在［０，ｍ］上的积分．即在区间［０，ｍ］上分割为ｍ·ｎ

个宽度为１
ｎ
的区间，然后取分割点处的函数值、做

和式、令ｎ→ !取极限的结论．

例４　 求ｌｉｍ
ｎ→!
［１＋ｎ

３

ｎ２＋ｎ４＋
２３＋ｎ３
（２ｎ）２＋ｎ４＋

３３＋ｎ３
（３ｎ）２＋ｎ４＋

…＋ｎ
３＋ｎ３
ｎ４＋ｎ４

］．

分析　每一项提出１ｎ
，剩余部分变形为ｋ

ｎ
的函

数，即
１＋ ｋ（ ）ｎ

３

１＋ ｋ（ ）ｎ
２，ｋ恰好从１，２，…，１·ｎ．所以这个和

式的极限为１＋ｘ
３

１＋ｘ２
在［０，１］上的积分．

解

原式＝ｌｉｍ
ｎ→!

１
ｎ

１＋１ｎ３

１＋１
２

ｎ２
＋
１＋２

３

ｎ３

１＋２
２

ｎ２
＋…＋

１＋ｎ
３

ｎ３

１＋ｎ
２

ｎ

烄

烆

烌

烎２

＝ｌｉｍ
ｎ→!∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｎ
·
１＋ｋ

３

ｎ３

１＋ｋ
２

ｎ２

＝∫
１

０

１＋ｘ３
１＋ｘ２

ｄｘ＝ π４＋
１
２－

１
２ｌｎ２．

例５　 求ｌｉｍ
ｎ→!

１
ｎ
·

ｎ（２ｎ）！
ｎ槡 ！ ．

分析 　 经恒等变形，对含阶乘的变量取对数后

化为和式，再利用定积分求解．

解 　 原式＝ｌｉｍ
ｎ→!

ｎ（２ｎ）！
ｎｎｎ槡 ！ ＝ｌｉｍｎ→!ｅ

１
ｎｌｎ［

１
ｎｎ
·（２ｎ）！ｎ！ ］

＝ｅ　ｌｉｍｎ→!
１
ｎ∑
ｎ

ｋ＝１
ｌｎ（１＋ｋｎ）＝ｅ∫

１
０ｌｎ（１＋ｘ）ｄｘ

＝ｅ２ｌｎ２－１ ＝ ４ｅ．

注 　 利用定积分也易求出例１的极限，即

ｌｉｍ
ｎ→!
（１
ｎ＋１＋

１
ｎ＋２＋

…＋１３ｎ
）

＝ｌｉｍ
ｎ→!

１
ｎ
（ １

１＋１ｎ

＋ １

１＋２ｎ

＋…＋ １

１＋２ｎｎ

）

＝∫
２

０

１
１＋ｘ

ｄｘ＝ｌｎ３．

此外，利用夹逼定理与定积分可以求解更复杂

的一类和式极限［２］，如ｌｉｍ
ｎ→!∑

ｎ

ｋ＝１

ｓｉｎｋπｎ
ｎ＋槡ｋ

＝ ２π
．

４　 利用级数讨论和式极限

假设要讨论数列｛Ｕｎ｝敛散性，考虑构造一个常

数项级数∑
!

ｎ＝１
ａｎ，使得Ｕｎ＝（ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ）＋Ｖｎ


记作
Ｓｎ＋Ｖｎ，其中ｌｉｍ

ｎ→!
Ｖｎ存在．这样讨论数列｛Ｕｎ｝的

敛散性就等价于讨论构造级数的敛散性．

此外，在构造级数时，也可以通过常见函数的幂

级数展开式如ｅｘ ＝１＋ｘ＋ｘ
２

２！＋
…＋ｘ

ｎ

ｎ！＋
…，ｘ∈

Ｒ等，找出幂级数的收敛点与对应数列的关系，然后

求出和式数列极限．构造级数的思路有直接和间接

两种，举例说明如下．

例６　判定数列｛１＋１
槡２
＋…＋１

槡ｎ
－ｌｎ槡ｎ｜ｎ＝

１，２，…｝的敛散性．

分析 　 注意到

ｌｎ槡ｎ＝ｌｎ（槡２１·
槡３
槡２
·槡４
槡３
·…· 槡ｎ

ｎ　－槡 １
），

可以分解为（ｎ－１）项的和，再与前（ｎ－１）项配对，

构造出一个级数的部分和．由于剩余项ｌｉｍ
ｎ→!

１
槡ｎ
＝０，

从而该数列的敛散性取决于构造级数的敛散性．

解 　１＋１
槡２
＋…＋１

槡ｎ
－ｌｎ槡ｎ

　 ＝ ［１　－ 槡ｌｎ　２］＋［１
槡２
－ｌｎ （１＋１２槡 ）］

＋… ＋［ １
ｎ－槡 １

－ｌｎ （１＋ １
ｎ－槡 １

）］＋１
槡ｎ

　 
记作
Ｓｎ－１＋１

槡ｎ
，

构造正项级数∑
!

ｎ＝１

［１
槡ｎ
－ｌｎ （１＋１槡 ｎ

）］．利用

ｌｉｍ
ｘ→０

［ｘ－ｌｎ （１＋ｘ２槡 ）］
ｘ ＝１和海涅定理，从而

ｌｉｍ
ｎ→!

［１
槡ｎ
－ｌｎ （１＋１ｎ槡 ）］

１
槡ｎ

＝１，所以该级数与∑
!

ｎ＝１

９３
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１
槡ｎ
敛散性一致即发散．从而数列｛１＋１

槡２
＋…＋１

槡ｎ
－

ｌｎ槡ｎ｜ｎ＝１，２，…｝发散．
注 　 例２也可以采用这种方法判定收敛，但无

法确定上下界．判定过程如下．

解 　 因为ｌｎｎ＝ｌｎ（２１
·３
２
·４
３
·…· ｎ

ｎ－１
），

所以

　１＋１２＋
…＋１ｎ－ｌｎｎ

＝ ［１－ｌｎ２］＋［１２－ｌｎ
（１＋１２

）］＋…

　＋［１ｎ－１－
ｌｎ（１＋ １

ｎ－１
））］＋１ｎ


记作
Ｓｎ－１＋１ｎ

构造正项级数∑
!

ｎ＝１

［１
ｎ －ｌｎ

（１＋ １ｎ
）］，因为

ｌｉｍ
ｎ→!

［１
ｎ－ｌｎ

（１＋１ｎ
）］

１
ｎ２

＝１２
，所以该级数与∑

!

ｎ＝１

１
ｎ２
敛散

性一致即收敛．从而数列｛１＋１２＋
…＋１ｎ－ｌｎｎ｜ｎ＝

１，２，…｝收敛．

例７　 设ａｎ ＝ １
２！＋

３
３！＋

… ＋ ２ｎ－１
（ｎ＋１）！

，求

ｌｉｍ
ｎ→!
ａｎ．

解 　 设ｂｎ ＝ １２！＋
２
３！＋

…＋ ｎ
（ｎ＋１）！

，ｃｎ ＝

１
２！＋

１
３！＋

…＋ １
（ｎ＋１）！

，则ａｎ＝２ｂｎ－ｃｎ．由ｅｘ的幂

级数展开式

ｅｘ ＝∑
!

ｎ＝０

ｘｎ
ｎ！＝１＋ｘ＋

ｘ２
２！＋

ｘ３
３！＋

…＋ｘ
ｎ

ｎ！＋
…，

　　　　　　　　　　　　　　　ｘ∈Ｒ

令ｘ＝１代入上式，可得ｌｉｍ
ｎ→!
ｃｎ ＝ｅ－２．设ｘ≠０，

ｄ
ｄｘ
（ｅ
ｘ－１
ｘ

）＝ １２！＋
２ｘ
３！＋

…＋
（ｎ－１）ｘｎ－２
ｎ！ ＋…，

ｄ
ｄｘ
（ｅ
ｘ－１
ｘ

）＝ｘｅ
ｘ－（ｅｘ－１）
ｘ２

，

令ｘ＝１代入上式，可得ｌｉｍ
ｎ→!
ｂｎ ＝１．从而ｌｉｍ

ｎ→!
ａｎ ＝

ｌｉｍ
ｎ→!
（２ｂｎ－ｃｎ）＝４－ｅ．

５　 利用海涅定理求幂指式极限

一般幂指式数列的极限相对复杂，但是利用反

映函数极限与数列极限关系的海涅定理，却容易求

解．海涅定理即ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝ａ充要条件是对任意的

数列｛ｘｎ｝，ｌｉｍ
ｎ→!
ｘｎ ＝ｘ０，ｘｎ ≠ｘ０，都有ｌｉｍ

ｎ→!
ｆ（ｘｎ）＝

ａ（极限过程ｘ→ｘ０ 也可以是ｘ→ !）．

利用海涅定理，求数列的极限就转化为求函数

极限转而得到．如求出的常用公式：ｌｉｍ
ｎ→!

ｎ
槡ｎ ＝１，

ｌｉｍ
ｎ→!

ｎ
槡ａ ＝１，（ａ＞０），ｌｉｍ

ｎ→!
ａｎｂｎ ＝ａｂ（其中ｌｉｍ

ｎ→!
ａｎ＝ａ＞０，

ｌｉｍ
ｎ→!
ｂｎ ＝ｂ）．其中，函数的极限还可以应用等价无穷

小，洛比塔法则，泰勒公式等求解．

例８　 求ｌｉｍ
ｎ→＋!

（１＋ ２
３ｅｎ＋１

）
２ｎ＋槡 １

．

解 　 因为（１＋ ２
３ｅｎ＋１

）２ｎ＋槡 １ ＝ｅ　２ｎ＋槡 １ｌｎ（１＋ ２
３ｅｎ＋１

），

利用等价无穷小和洛必塔法则，有

ｌｉｍ
ｘ→＋!

２ｘ＋槡 １ｌｎ（１＋ ２
３ｅｘ＋１

）＝０，

所以 　ｌｉｍ
ｎ→!

２ｎ　＋槡 １ｌｎ（１＋ ２
３ｅｎ＋１

）＝０．从而

ｌｉｍ
ｎ→＋!

（１＋ ２
３ｅｎ＋１

）
２ｎ＋槡 １

＝ｅ０ ＝１．

例９　 求ｌｉｍ
ｎ→!
［ｎ－ｎ２ｌｎ（１＋１ｎ

）］
ｎ３［ｓｉｎ１ｎ－ｓｉｎ（ｓｉｎ

１
ｎ）］

．

解 　 设ｂ（ｘ）＝ｓｉｎｘ－ｓｉｎ
（ｓｉｎｘ）

ｘ３
，由泰勒公式

ｓｉｎｘ＝ｘ－ｘ
３

３！＋ｏ
（ｘ３），ｘ∈Ｒ，有

ｓｉｎ（ｓｉｎｘ）＝ｓｉｎｘ－ｓｉｎ
３　ｘ
３！ ＋ｏ

（ｓｉｎ３　ｘ），

所以

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｂ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｓｉｎ３　ｘ
３！ －ｏ

（ｓｉｎ３　ｘ）

ｘ３ ＝ １６
，

从而

ｌｉｍ
ｎ→!
ｎ３［ｓｉｎ１ｎ－ｓｉｎ

（ｓｉｎ１ｎ
）］＝ １６．

设ａ（ｘ）＝ｘ－ｌｎ
（１＋ｘ）
ｘ２ ．由泰勒公式ｌｎ（１＋ｘ）＝

ｘ－１２ｘ
２＋ｏ（ｘ２）（－１＜ｘ≤１），有

０４
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ｌｉｍ
ｘ→０＋
ａ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

１
２ｘ

２－ｏ（ｘ２）

ｘ２ ＝ １２
，

从而

ｌｉｍ
ｎ→!
［ｎ－ｎ２ｌｎ（１＋１ｎ

）］＝ １２．

所以

ｌｉｍ
ｎ→!
［ｎ－ｎ２ｌｎ（１＋１ｎ

）］
ｎ３［ｓｉｎ１ｎ－ｓｉｎ（ｓｉｎ

１
ｎ）］

＝ （１２
）１６．

６　 利用斯特林（Ｓｔｉｒｌｉｎｇ）公式和沃利斯

（Ｗａｌｌｉｓ）公式求阶乘式极限

　　 斯特林公式是ｎ！的近似计算公式，应用它能够

快速求解有关ｎ！的数列极限．对含有双阶乘的数

列，可以应用沃利斯公式．

斯特林公式：ｌｉｍ
ｎ→!

ｎ！

２π槡 ｎ ｎ（ ）ｅ
ｎ ＝１，或ｎ！＝

２π槡 ｎ·ｎｎ·ｅ－ｎ＋
θｎ
１２ｎ，（０＜θｎ ＜１）．

沃利斯公式：ｌｉｍ
ｎ→!

１
２ｎ＋１

· （２ｎ）！！
（２ｎ－１）（ ）！！２＝π２，

或ｌｉｍ
ｎ→!

１
２ｎ＋１

· （２ｎｎ！）２
（２ｎ）（ ）！ ２

＝ π２．

单阶乘与双阶乘的换算公式：（２ｎ）！！＝２ｎｎ！，

（２ｎ－１）！！＝
（２ｎ）！
（２ｎ）！！＝

（２ｎ）！
２ｎｎ！．

例１０　 求ｌｉｍ
ｎ→!

ｃｎｎ！
ｎｎ ．

分析 　 将ｎ！凑成斯特林公式的项与其余项的

乘积，然后求解．

解 　 由斯特林公式ｌｉｍ
ｎ→!

ｎ！

２π槡 ｎ ｎ（ ）ｅ
ｎ ＝１，有

原式＝ｌｉｍ
ｎ→!

ｎ！

２π槡 ｎ ｎ（ ）ｅ
ｎ·ｌｉｍｎ→!

ｃｎ　 ２π槡 ｎ
ｅｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→!

ｃｎ　 ２π槡 ｎ
ｅｎ ＝

＋!，

０，

发散

烅

烄

烆 ，

（ｃ≥ｅ）

（－ｅ＜ｃ＜ｅ）

（ｃ≤－ｅ）
．

注 　ｃｎ（ｃ＞１），ｎ！，ｎｎ是三个不同阶的无穷大．

该例表明当１＜ｃ＜ｅ时，ｎｎ仍然比（ｃｎ·ｎ！）高阶无

穷大，直至ｃ≥ｅ时，才发生变化．另外，此例中ｃ＝ｅ

的情形，运用斯特林公式非常简单，而其余方法不易

求解．

例１１　 求ｌｉｍ
ｎ→!
［（２ｎ）！］

１
ｎｌｎｎ．

分析 　 对这个含阶乘式的幂指式变量，一般先

将其恒等变形为ｅ
１
ｎｌｎｎｌｎ（２ｎ）！，再将（２ｎ）！凑成斯特林的

项与其余项的乘积，于是ｌｎ（２ｎ）！成为代数和的形

式，再分别求极限求解．

解　由斯特林公式ｌｉｍ
ｎ→!

（２ｎ）！

２π·２槡 ｎ ２ｎ（ ）ｅ
２ｎ ＝１，有

ｌｉｍ
ｎ→!
［（２ｎ）！］

１
ｎｌｎｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→!
ｅ

１
ｎｌｎｎｌｎ（２ｎ）！

＝ｌｉｍ
ｎ→!
ｅ

１
ｎｌｎｎｌｎ［

（２ｎ）！

２π（２ｎ槡 ） ２ｎ（）ｅ ２ｎ· ２π（２ｎ槡 ） ２ｎ（）ｅ ２ｎ］

＝ｅ
ｌｉｍ
ｎ→!

［

ｌｎ［ （２ｎ）！

２π（２ｎ槡 ） ２ｎ（）ｅ ２ｎ
］

ｎｌｎｎ ＋
１
２ｌｎ

（４πｎ）

ｎｌｎｎ ＋２ｎｌｎ
（２ｎ）

ｎｌｎｎ －２ｎｌｎｅｎｌｎｎ］＝ｅ２．

注 　 例５也可采用斯特林公式方法求解，先将

ｎ！与（２ｎ）！分别凑成斯特林的项与其余项的乘积，

再求解．

ｌｉｍ
ｎ→!

１
ｎ
·

ｎ（２ｎ）！
ｎ槡 ！ ＝ｌｉｍ

ｎ→!
ｅ
１
ｎｌｎ［

１
ｎｎ
·（２ｎ）！ｎ！ ］

＝ｅ
ｌｉｍ
ｎ→!

１
ｎｌｎ［

２π槡 ｎ ｎ（）ｅ ｎ

ｎ！ · （２ｎ）！

２π（２ｎ槡 ） ２ｎ（）ｅ ２ｎ·
１
ｎｎ
·
２π（２ｎ槡 ） ２ｎ（）ｅ ２ｎ

２π槡 ｎ ｎ（）ｅ ｎ
］

＝ｅ
ｌｉｍ
ｎ→!

１
ｎｌｎ［

２π槡 ｎ ｎ（）ｅ ｎ

ｎ！ · （２ｎ）！

２π（２ｎ槡 ） ２ｎ（）ｅ ２ｎ·
槡２·２２ｎ

ｅｎ
］
＝ ４ｅ．

例１２　 求ｌｉｍ
ｎ→!

ｎ
１·３·５·…·（２ｎ－１）
２·４·６·…·（２ｎ槡 ） ．

解 　 由沃利斯公式，有

ｌｉｍ
ｎ→!

１
２ｎ＋槡 １

· （２ｎ）！！
（２ｎ－１）！！＝

π槡２．

原式＝ｌｉｍ
ｎ→!

ｎ（２ｎ－１）！！
（２ｎ）槡 ！！ ＝ｌｉｍ

ｎ→!
ｅ
１
ｎｌｎ

２ｎ＋槡 １
２ｎ＋槡 １

·（２ｎ－１）！！（２ｎ）！！

＝ｅ
ｌｉｍ
ｎ→!

｛（－１）ｌｎ　２ｎ＋槡 １
ｎ ＋１ｎｌｎ［ ２ｎ＋槡 １·

（２ｎ－１）！！
（２ｎ）！！］｝＝１．

注 　 同 样 利 用 沃 利 斯 公 式 讨 论 极 限ｌｉｍ
ｎ→!

１·３·５·…·（２ｎ－１）
２·４·６·…·（２ｎ）

等于０［３］．

参考文献

［１］　龚冬保，叶正麟．数ｅ、Ｅｕｌｅｒ常数与数列的极限［Ｊ］．高

等数学研究，２０１２，１５（３）：６－８．

［２］　李萍，牟全武，周欣．巧用定积分求解一类和式的极限

［Ｊ］．高等数学研究，２０１９，２２（６）：３３－３４．

［３］　张海涛，陈慧琴．关于带有“！”号数列极限的求法［Ｊ］．

高等数学研究，２０１７，２０（６）：２４－２５．

１４


