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王继强

( 山东财经大学数学与数量经济学院，济南 250014)

摘 要 研究了图与网络领域中的一类经典问题———最小支撑树问题，分析其现有算法的不足，通过引入 0-1 变量和辅助变
量，根据最小支撑树的本质属性，从两个角度建立了最小支撑树问题的整数规划模型，编写了与模型相对应的 LINGO 程序。
实证分析验证了模型的正确性，比较了两种建模模式的优劣。
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Models and Solutions for the Minimum Spanning Tree
Problem Based on LINGO

WANG Ji-qiang
( School of Mathematics and Quantitative Economics，Shandong University of Finance and Economics，Jinan 250014，China)

［Abstract］ The classical problem in the area of graph and network-the minimum spanning tree problem was studied and the short-
comings of its existing algorithm were analyzed． By introducing 0-1 variables and auxiliary variables and deploying the essential proper-
ties of the minimum spanning tree，the integer program model for the minimum spanning tree problem from two angles was formulated，
and the LINGO program corresponding to the model was written． The correctness of the model was verified in empirical analysis，and
the advantages and disadvantages of the two models were revealed．
［Keywords］ minimum spanning tree; 0-1 variable; auxiliary variable; integer program; LINGO

网络设计问题是离散最优化和计算机设计领
域中的一个重要问题，它要求人们从网络图中找出
满足某种特征的一个子图来。比如最短路问题、最
大流问题、旅行商问题( TSP) 、中国邮路问题及本文
要研究的最小支撑树问题等都属于这类问题。顾
名思义，最小支撑树问题就是要从赋权连通图中找
出一个权最小的支撑树。这一问题在理论上有重
要应用，如最短路问题、TSP、匹配问题、Steiner 树问
题等问题的解决; 它在现实中也有很多应用，如场
站建设、城市规划、超大规模集成电路 ( very large
scale integration，VLSI) 设计、交通道路布局、通信网
络架设等［1-2］。

就算法复杂度而言，最小支撑树问题并不属于
NP-困难问题，即它可以在关于问题输入规模的多
项式函数的时间内完成求解。Kruscal 算法、Prim 算
法都是求解最小支撑树问题的经典算法，但它们都
是仅仅使用了组合最优化思想直接在图上完成操
作的，而未能尽可能地利用问题本身的代数特征，

建立数学规划模型，借助现代高性能计算软件 ( 如
LINGO、MATLAB、1stOpt 等 ) 完成问题的求解过
程［3-4］。显然，在大数据时代，经典算法费时费力，
给人以笨拙之感; 对于图的规模相对较大的情形，
“建模 +软件”解法更贴近生产生活的实际需求。

1 问题陈述
在图与网络理论中，用点表示对象，边表示对

象之间的关系，这样的“点-边”二元结构就是图。
如有需要，可给图的边赋予一个数字作为权，是为
赋权图。根据边有无方向，图可分为无向图和有向
图。本文中所指的图均为赋权无向图，简称赋权
图。图 G中一个点边交错构成的非空有限序列称
为 G的链，其中点不重合的链称为路，始、终点重合
的路称为圈。任两点之间都至少有一条路的图称
为连通图。点、边都取自图 G 的图称为 G 的子图，
其中点与 G 完全相同的子图称为 G 的支撑子图。
不含有圈的连通图称为树。图 G 中本身是树的支
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撑子图称为 G 的支撑树。赋权图 G 中一个所有边
的权之和最小的支撑树称为 G 的最小支撑树。于
是，最小支撑树问题就是要从赋权图中找到一个最
小支撑树，其正式表述为:

给定一个赋权图 G = ( V，E，W) ，其中 V = { 1，
2，…，n} 为点集，E V × V为边集，点 i和点 j之间
有边 ij，边 ij的权为 wij ∈ W。设 T是 G的一个支撑
树，定义 T的权为其所有边的权之和。试从图 G 中
找出一个最小支撑树。

当边 ij不存在或 i = j 时，规定其权为“ + &”。
在编写程序时，权“ + &”可用一个充分大的正数
代替。

2 模型与求解
2. 1 图模型与算法

如前所述，最小支撑树问题在图模型上就是要
从赋权图中找到一个权最小的支撑树。

作为最小支撑树问题的图算法，Kruscal 算法和
Prim算法都利用了支撑树的根本特征［5-8］: 作为支
撑子图，T须占有图 G的全部点;作为树，T 须连通
且无圈。

Kruscal算法坚持在无圈的前提下，优先选取权
最小的边这一原则，从图 G的边中逐次选入 n － 1条
边，故又称避圈法。

Prim算法坚持在连通的前提下，优先去除权最
大的边这一原则，从图 G 的边中逐次删掉多余的
E － n + 1 条边，故又称破圈法。

Kruscal算法和 Prim 算法一立一破，殊途同
归，完美地诠释了“有破有立，破立结合”的辩证
思想。
2. 2 数学规划模型 I与求解

为建立最小支撑树问题的数学规划模型，特引
入 0-1 决策变量:

xij = 1， 边 ij在最小支撑树上
0， 其他{ ，i，j = 1，2，…，n。

利用 0-1 变量，可以写出目标函数:

min z =∑
n

i =1
∑

n

j =1
cijxij，即使最小支撑树的边权之和最小。

同样，可以利用 0-1 变量写出约束条件如下:
首先，最小支撑树中须含有 n － 1 条边，即

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
xij = n － 1。

其次，最小支撑树中须不含有圈 ( 不论是简单
圈，还是复合圈) ，为此须使图 G 中每一个圈都至少
去掉一条边，即

∑
ij∈C

xij ≤ e( C) － 1，圈 C。

式中: e( C) 为圈 C的边数。
综上，建立最小支撑树问题的数学规划模型

I为

minz = ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
cijxij，

s． t． ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
xij = n － 1，

∑
ij∈C

xij ≤ e( C) － 1，圈 C;

xij = 0，1; i，j = 1，2，…，n。
易见，模型 I 是一个 0-1 整数规划问题，其求解

可借助 LINGO软件完成。
2. 3 数学规划模型 II与求解

同数学规划模型 I，引入 0-1 变量 xij ( i，j = 1，
2，…，n) 。于是，有

目标函数:

minz = ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
cijxij，即使边权之和最小。

约束条件:
首先，为保证最小支撑树的连通性，设点 1 是始

点，则最小支撑树中须至少有 1 条边离开点 1，即

∑
n

j = 2
x1j ≥ 1。

同时，除始点 1 外，最小支撑树中须有且仅有
1 条边进入其他各点，即

∑
n

i = 1
i≠j

xij = 1，j = 2，3，…，n。

其次，为保证最小支撑树的无圈性，受旅行商
问题的建模思想［9］启发，对于图 G的每一个点 j，引
入一个辅助变量 uj≥0，对于每一条边 ij，追加约束
条件:

ui － uj + nxij ≤ n － 1。

图 1 反例
Fig. 1 Counterexample

例如，在图 1 中，12341 显然是一个圈。而且，
该圈显然满足上述前两个约束条件，但不满足第
3 个约束条件:

u1 － u2 + 4x12 ≤ 3，
u2 － u3 + 4x23 ≤ 3，
u3 － u4 + 4x34 ≤ 3，
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u4 － u1 + 4x41 ≤ 3。
这是因为将上述 4 式左右两边分别相加，有
4( x12 + x23 + x34 + x41 ) ≤ 12。
又由图 1 知，x12 = x23 = x34 = x41 = 1，故 16≤

12，矛盾!
综上，建立最小支撑树问题的数学规划模型 II:

minz = ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
cijxij，

s． t． ∑
n

j = 2
x1j ≥ 1，

∑
n

i = 1
i = j

xij = 1，j = 2，…，n，

ui － uj + nxij ≤ n － 1，
i，j = 1，…，n; i≠ j，

xij = 0，1，i，j = 1，…，n，
uj ≥ 0，j = 1，…，n。

易见，模型 II 是一个混合整数规划问题，其求
解可借助 LINGO软件完成。

3 实证———光纤网络铺设
图 2 所示为某地 8 个建筑物的位置、相互之间

的道路及其长度。

图 2 建筑物布局
Fig. 2 The layout of buildings

通信公司拟为该地铺设高速光纤网络，要求覆
盖所有建筑物，且造价最低。试为该公司设计一个
最优的光纤网络铺设方案［10］。

经分析知，最优的光纤网络铺设方案对应着图
2 中网络图的一个最小支撑树。
3. 1 经典算法

使用 Kruscal 算法，依次选取边 58、47、24、34、
13、67、78 ( 共 7 条) ，得最小支撑树即光纤铺设方案
如图 3 所示。

使用 Prim 算法，依次删掉边 45、36、12 ( 共 3
条) ，得最小支撑树即光纤铺设方案亦如图 3 所示。
3. 2 数学规划模型 I

注意到图 2 中有 3 个简单圈和 3 个复合圈，根

图 3 光纤铺设方案
Fig. 3 The laying plan of optical fiber network

据模型 I，采用简约模式编写 LINGO程序代码如下:
min = 7* x12 + 4* x13 + 3* x24 + 3* x34 + 8* x36 + 8* x45 +

2* x47 + x58 + 5* x67 + 6* x78;
x12 + x13 + x24 + x34 + x36 + x45 + x47 + x58 + x67 + x78 = 7;
x12 + x13 + x24 + x34 ＜ = 3;
x34 + x36 + x47 + x67 ＜ = 3;
x45 + x47 + x58 + x78 ＜ = 3;
x12 + x13 + x24 + x36 + x47 + x67 ＜ = 5;
x34 + x36 + x45 + x58 + x67 + x78 ＜ = 5;
x12 + x13 + x24 + x36 + x45 + x58 + x67 + x78 ＜ = 7;
@bin( x12) ;@bin( x13) ;@bin( x24) ;@bin( x34) ;@bin( x36) ;
@bin( x45) ;@bin( x47) ;@bin( x58) ;@bin( x67) ;@bin( x78) ;

在 LINGO12. 0 上运行，返回主要结果:
Global optimal solution found．
Objective value: 24. 00000
Objective bound: 24. 00000
Infeasibilities: 0. 000000
Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 0
Variable Value Ｒeduced Cost
X12 0. 000000 7. 000000
X13 1. 000000 4. 000000
X24 1. 000000 3. 000000
X34 1. 000000 3. 000000
X36 0. 000000 8. 000000
X45 0. 000000 8. 000000
X47 1. 000000 2. 000000
X58 1. 000000 1. 000000
X67 1. 000000 5. 000000
X78 1. 000000 6. 000000

据此知，最优解为 x13 = x24 = x34 = x47 = x58 =
x67 = x78 = 1，其余 xij = 0。从而，最优光纤网络铺设
方案如图 3 所示。
3. 3 数学规划模型 II

根据模型 II，采用集合模式编写 LINGO 程序代
码如下:

model:
sets:
vertex /1. ． 8 / : u;
link( vertex，vertex) : c，x;
endsets
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data:
c = 0 7 4 100 100 100 100 100
7 0 100 3 100 100 100 100
4 100 0 3 100 8 100 100
100 3 3 0 8 100 2 100
100 100 100 8 0 100 100 1
100 100 8 100 100 0 5 100
100 100 100 2 100 5 0 6
100 100 100 100 1 100 6 0;
enddata
min = @ sum( link: c* x) ;
@ sum( vertex( j) | j#gt#1: x( 1，j) ) ＞ = 1;
@ for( vertex( j) | j#gt#1:@ sum( vertex( i) | i#ne# j: x( i，j) ) =1; ) ;
n = @ size( vertex) ;
@ for( link( i，j) | i#ne#j: u( i) － u( j) + n* x( i，j) ＜ = n － 1) ;
@ for( link: @ bin( x) ) ;

在 LINGO12. 0 上运行，返回主要结果:
Global optimal solution found．
Objective value: 24. 00000
Objective bound: 24. 00000
Infeasibilities: 0. 000000
Extended solver steps: 2
Total solver iterations: 107
Variable Value Ｒeduced Cost
N 8. 000000 0. 000000
U( 1) 0. 000000 0. 000000
U( 2) 3. 000000 0. 000000
U( 3) 1. 000000 0. 000000
U( 4) 2. 000000 0. 000000
U( 5) 5. 000000 0. 000000
U( 6) 4. 000000 0. 000000
U( 7) 3. 000000 0. 000000
U( 8) 4. 000000 0. 000000
X( 1，3) 1. 000000 4. 000000
X( 3，4) 1. 000000 3. 000000
X( 4，2) 1. 000000 3. 000000
X( 4，7) 1. 000000 2. 000000
X( 7，6) 1. 000000 5. 000000
X( 7，8) 1. 000000 6. 000000
X( 8，5) 1. 000000 1. 000000

据此知，最优解为 x13 = x24 = x34 = x47 = x58 =
x67 = x78 = 1，其余 xij = 0。从而，最优光纤网络铺设
方案亦如图 3 所示。

显然，两个经典算法、模型 I、模型 II 得到的结
果完全一致，即最优光纤网络铺设方案相同，当然
造价也相同( 与光纤总铺设长度 24 成正比) 。

考虑到模型 I 需要预先找出图 G 的所有圈，再
对其逐一写出无圈性的约束条件，不便于编写集合
模式的 LINGO程序，略显烦琐;相对而言，模型 II适

于集合模式编程，更为便捷。

4 结束语
分析了最小支撑树问题经典算法的局限性之

后，从最小支撑树的本质特征出发，建立了两种模
式的数学规划模型，基于 LINGO 软件的应用实例表
明模型是科学有效的。

利用“数学规划模型 +高效计算软件”模式解
决最小支撑树问题的思想和方法可望为现实生产
生活中涉及大规模数据计算的许多工程设计问题
的解决提供思想借鉴和方法参考。
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