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摘 　要　利用数项级数的性质和Ａｂｅｌ定理给出了∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 型幂级数收敛域的相关定理，进而提出了这类

幂级数收敛域的求法，并举例进行了论证说明．
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　　 在微积分中，经常遇到求∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 型幂

级数的收敛域问题，在求这类幂级数的收敛域时，很

多同学习惯上是先求出∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 和∑

∞

ｎ＝０
ｂｎｘｎ 的收敛

域，然后对二者取交集进行求解，但这种做法有时是
错误的，为此文献［１－３］等对这类幂级数的收敛域
进行了一些有益的探讨，但都没有明确的指出何时
能使用这一方法，何时不能使用这一方法.下面对这
类幂级数的收敛域的求法进行探讨.

Ａｂｅｌ引理　如果级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ在点ｘ＝ｘ０（ｘ０≠

０）收敛，那么适合不等式｜ｘ｜＜｜ｘ０｜的一切ｘ使
这个幂级数收敛，适合不等式｜ｘ｜＞｜ｘ０｜的一切

ｘ 使这个幂级数发散.

利用Ａｂｅｌ引理，可得下面的定理：

定理　设∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 和∑

∞

ｎ＝０
ｂｎｘｎ 的收敛域分别为

Ｉ１ 和Ｉ２，∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 的收敛域为Ｉ，

（１）若Ｉ１ ≠Ｉ２，则Ｉ＝Ｉ１ ∩Ｉ２；
（２）若Ｉ１＝Ｉ２，则Ｉ＝Ｉ１∩Ｉ２或Ｉ⊃Ｉ１∩Ｉ２.
证明 　（１）若Ｉ１≠Ｉ２，① 对 ∀ｘ０∈Ｉ１∩Ｉ２，

则∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 和∑

∞

ｎ＝０
ｂｎｘｎ 在点ｘ０ 都收敛，由数项级数

的性质得∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 在点ｘ０收敛；② 若ｘ０∈

Ｉ１且ｘ０ ∉Ｉ２或ｘ０∉Ｉ１且ｘ０∈Ｉ２，则由数项级数

的性质可得∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 在点ｘ０发散，即∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ

±ｂｎ）ｘｎ在Ｉ１∩Ｉ
－

２和Ｉ
－

１∩Ｉ２上发散.③若ｘ０∉Ｉ１

且ｘ０∉Ｉ２，假设∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ在点ｘ０收敛，则由

Ａｂｅｌ引理可得∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 在（－｜ｘ０｜，｜ｘ０｜）
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上收敛，从而在Ｉ１∩Ｉ
－

２和Ｉ
－

１∩Ｉ２上收敛，与 ② 矛

盾，即∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 在点ｘ０ 发散，所以∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ ±

ｂｎ）ｘｎ 在Ｉ
－

１ ∩Ｉ
－

２ 上发散.综上所述，若Ｉ１ ≠Ｉ２，则

∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 的收敛域为Ｉ＝Ｉ１ ∩Ｉ２.

（２）若Ｉ１＝Ｉ２，则当ｘ０∈Ｉ１∩Ｉ２时，∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±

ｂｎ）ｘｎ 在点ｘ０收敛.当ｘ０∉Ｉ１∩Ｉ２时，∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ和

∑
∞

ｎ＝０
ｂｎｘｎ 在点ｘ０ 都发散，所以由数项级数的性质可

得∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 在点ｘ０ 可能发散，也可能收敛，

所以Ｉ＝Ｉ１∩Ｉ２＝Ｉ１＝Ｉ２或Ｉ⊃Ｉ１∩Ｉ２＝Ｉ１＝Ｉ２.

该定理显然可以推广到ｘ－ｘ０的幂级数∑
∞

ｎ＝０
ａｎ

（ｘ－ｘ０）ｎ，这里不再赘述.

由定理可得，当∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ和∑

∞

ｎ＝０
ｂｎｘｎ的收敛域不

同时，是可以先求出∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 和∑

∞

ｎ＝０
ｂｎｘｎ 的收敛域，

然后对二者取交集的方法来求∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ的收

敛域的，但是，当∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 和∑

∞

ｎ＝０
ｂｎｘｎ 的收敛域相同

时，利用这一方法来求∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 的收敛域就有

可能出错了，这时可根据∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ 的一般项，利

用比较判别法或根值判别法等方法来求解收敛域.

例１　 将函数ｆ（ｘ）＝
１

ｘ２＋４ｘ＋３
展成ｘ－１

的幂级数.

解 　ｆ（ｘ）＝
１

ｘ２＋４ｘ＋３

＝
１

４（１＋
ｘ－１
２
）
－

１

８（１＋
ｘ－１
４
）

＝∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
１
４
ｘ－１
２（ ）ｎ

　－∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
１
８
ｘ－１
４（ ）ｎ

＝∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
１
２ｎ＋２－

１
２２ｎ＋３（ ）（ｘ－１）ｎ.

因为∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
１
４
ｘ－１
２（ ）ｎ 的收敛域为（－１，３），

∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
１
８
ｘ－１
４（ ）ｎ 的收敛域为（－３，５），所以

由定理可得∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
１
２ｎ＋２－

１
２２ｎ＋３（ ）（ｘ－１）ｎ 的收

敛域为（－１，３）∩ （－３，５）＝（－１，３）.即
１

ｘ２＋４ｘ＋３
＝∑

∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
１
２ｎ＋２－

１
２２ｎ＋３（ ）（ｘ－１）ｎ，

ｘ ∈ （－１，３）

例２　 求∑
∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ－
１

ｎ＋１
ｘｎ＋１（ ）的收敛域.

解 　 对于∑
∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ 和∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ＋１

ｘｎ＋１不难求得

其 收 敛 域 均 为 ［－ １，１）， 根 据 定 理 在 求

∑
∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ－
１

ｎ＋１
ｘｎ＋１（ ）的收敛域时，是不能直接取

交集的，可根据比值判别法来求.

令ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ＋１

ｘｎ＋１－
１
ｎ＋２

ｘｎ＋２

１
ｎｘ

ｎ－
１
ｎ＋１

ｘｎ＋１
＝｜ｘ｜＜１可得－１

＜ｘ＜１，当ｘ＝ ±１时，∑
∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ－
１
ｎ＋１

ｘｎ＋１（ ）都收
敛，所以收敛域为［－１，１］.

可 见 ∑
∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ－
１

ｎ＋１
ｘｎ＋１（ ）收 敛 域 比 ∑

∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ 和∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ＋１

ｘｎ＋１ 的收敛域的交集扩大了.

而对于幂级数∑
∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ＋
１
ｎ＋１

ｘｎ＋１（ ），不难求
得 其 收 敛 域 仍 为 ［－１，１），与∑

∞

ｎ＝１

１
ｎｘ

ｎ 和∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ＋１

ｘｎ＋１ 的收敛域的交集相等.

例３　 求∑
∞

ｎ＝０

１
５ｎ
ｘｎ－

１
５ｎ ＋３ｎ

ｘｎ（ ）的收敛域.
解 　 不难求得∑

∞

ｎ＝０

１
５ｎ
ｘｎ 和∑

∞

ｎ＝０

１
５ｎ ＋３ｎ

ｘｎ 的收

敛域均为（－５，５），故求∑
∞

ｎ＝０

１
５ｎ
ｘｎ－

１
５ｎ ＋３ｎ

ｘｎ（ ）的
收敛域时，也不能直接取交集.根据例２的方法可求

得其收敛域为 －
２５
３
，２５
３（ ）.

从以上例子可以看出，只有当∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 和

∑
∞

ｎ＝０
ｂｎｘｎ 的收敛域不同时，利用∑

∞

ｎ＝０
ａｎｘｎ 和∑

∞

ｎ＝０
ｂｎｘｎ

的收敛域取交集的方法求∑
∞

ｎ＝０

（ａｎ±ｂｎ）ｘｎ的收敛域

才是万无一失的.
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简讯

国内的部分大学生数学竞赛介绍

　　国内的关于数学类的大学生竞赛有许多，前面已经介绍过的全国大学生数学竞赛，丘成桐大学生数学竞赛，陕西省大

学生高等数学竞赛等，还有一些关于数学建模及应用类型的数学竞赛，如下面介绍的全国大学生数学建模竞赛，全国高校

密码数学挑战赛，以及全国大学生市场调查与分析大赛．

１．“高教社杯”全国大学生数学建模竞赛

该竞赛创办于１９９２年，由中国工业与应用数学学会主办，高等教育出版社冠名赞助．旨在提高学生建立数学模型和运

用计算机技术解决实际问题的综合能力．每年一届，是首批列入“高校学科竞赛排行榜”的１９项竞赛之一．经过３０来年的发

展，竞赛规模日渐壮大，参赛队伍从１９９２的１０省（直辖市）７４所院校的３１４队到２０２１年来自全国及美国、马来西亚等国家

的１５６６所院校／校区、４９５２９队（本科４５０７５队、专科４４５４队）、１４万多人参赛．
竞赛一般在每年９月中旬某个周末的连续７２小时（一般是星期五上午８时至下一个星期一上午８时）举行．赛题一般来

自工程技术和管理科学等方面经过适当简化加工的实际问题．不要求参赛者预先掌握深入的专门知识，只需学过普通高等学

校的数学课程，但又有较大的余地，供参赛者（三名学生为一队，分别主责为建模、编程和写作）在三天内能充分发挥聪明才智

和创造精神，并且一般要用计算机得到结果．经过三天的时间完成赛题需要的解答并以一篇长论文作为最后的结果．
官方网址：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｍｃｍ．ｅｄｕ．ｃｎ／

２．“天融信杯”全国高校密码数学挑战赛

该竞赛创办于２０１６年，由中国密码学会密码数学理论专业委员会、教育部高等学校数学类专业教学指导委员会和天

融信科技集团股份有限公司主办，旨在以挑战赛形式比较精准地发现和及早培养在数学及其交叉应用领域有特殊才能的

创新型青年数学人才．
每年举办一次，分为预选赛和全国决赛．由各赛区组织委员会负责各自赛区预选赛、评审和赛区颁奖，并推荐进入全国

决赛的参赛队伍．各赛区推荐进入决赛的参赛队伍名额由全国竞赛组织委员会讨论确定．全国决赛采用集中现场陈述、演示

和答辩的方式，由全国竞赛专家委员会组织的专家组通过现场答辩评审确定最终的获奖队伍．赛区奖励设有一等奖和二等

奖，决赛奖励设有特等奖、一等奖、二等奖和三等奖．获奖名单确定后将举办颁奖仪式，并向获奖者颁发获奖证书．
竞赛领域为数学与密码学和信息安全交叉领域，竞赛主题为密码学和信息安全领域中的关键数学问题，是应用数学方

法和计算机技术来解决实际问题．
竞赛通知、竞赛试题、赛程安排、竞赛 结果、竞赛消息和新闻等将在竞赛网站公布．竞赛网址：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｍｓｅｃｃ．ｃｏｍ／

３．“正大杯”全国大学生市场调查与分析大赛

该竞赛创办于２０１０年，由中国商业统计学会主办．海峡两岸大学生市调大赛由中国商业统计学会与（台湾）中华应用统

计学会共同主办，创办于２０１２年，是面向海峡两岸高校大学生的一项公益性专业赛事．旨在引导大学生创新和实践，提高学

生的组织、策划、调查实施和数据处理与分析等专业实战能力，培养学生的社会责任感、服务意识、市场敏锐度和团队协作

精神．自２０１０年启动以来，大陆地区除海南以外的各省、自治区、直辖市，近２１００校次、３７万人次参赛．是政府支持、企业认

可、高校师生积极参与、海峡两岸高度联动的统计学科实践教学平台．
大赛评委由国家统计局专家、国内外知名的市场研究公司和知名品牌企业的研究总监、重点高校从事统计调查或营销

教学的教授等组成．参赛作品有企业命题，政府委托课题或项目，也有学生自主选题．
设知识赛和实践赛两个竞赛环节．其中知识赛为个人赛，采取在线网考方式（每年的１１月份）；实践赛为团体赛形式，分

为分区赛（来年的４－５月份）和全国总决赛（暨海峡两岸大学生市场调查分析大赛的大陆地区选拔赛）（７－８月份），两阶段

赛程分别由分赛区组委会和大赛组委会组织实施．知识赛合格的选手自行组成团队参加实践赛环节（每个团队由３－５名选

手组成）．通过分区赛的团队可以参加全国总决赛．
官网首页：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｈｉｎａ－ｃｓｓｃ．ｏｒｇ／
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