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摘　要　结合实例，对祖暅原理、定积分、二重积分和三重积分这四种计算立体体积方法的具体计算过程进行了梳

理，以求展示这四种方法之间的内在联系及其适用范围．
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　　计算立体体积是高等数学课程中积分学的重要

应用之一，可使用的方法有定积分、二重积分和三重

积分［１－２］，但很多同学对这三种方法之间的内在联

系及其适用范围认识不清，导致在计算立体的体积

时，思路不够清晰，选取方法不当．下面对这三种方

法的来龙去脉、演化发展过程及其之间的联系作一

个梳理分析，从而加深读者对这三个方法的认识，更

加顺畅的利用它们计算立体的体积，更希望借此能

为同学们学习高等数学增加一份动力．

１　从祖暅原理到定积分

祖暅原理是公元六世纪初由我国数学家祖暅提

出的，内容是：缘幂势既同则积不容异．幂是截面积，

势是立体的高，含义是夹在两个平行平面间的两个

立体，被平行于这两个平行平面的任何平面所截，如

果截得的两个截面面积总相等，那么这两个立体的

体积相等．定积分出现之后，假设某立体 Ω在过点

ｘ＝ａ、ｘ＝ｂ且垂直于ｘ 轴的两个平行平面之间，用

Ａ（ｘ）表示过点ｘ且垂直于ｘ轴的截面的面积，则可

得该立体的体积为

Ｖ ＝∫
ｂ

ａ
Ａ（ｘ）ｄｘ （１）

设两个立体ΩＡ 和ΩＢ 的高相等，不妨设它们都位于

过点ｘ＝ａ、ｘ＝ｂ且垂直于ｘ轴的两个平面之间，且

在任意点ｘ处两截面的面积Ａ（ｘ）和Ｂ（ｘ）总相等，

若Ａ（ｘ）和Ｂ（ｘ）皆连续，则由公式１可得两个立体

ΩＡ 和ΩＢ 的体积相等．这个截面积相等则体积也相

等的原理正是祖暅原理．可见利用公式（１）求体积

与祖暅原理的思想方法具有内在统一性，是一脉相

承的．只是由于年代相差甚远，在微积分诞生之前，

对于平行截面面积已知的立体是无法给出具体计算

公式的，只能把待求的立体的体积转化为可求体积

的立体来求．但能提出“幂势既同则积不容异”这样
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一个定性的结论也实属不易，为我们得到立体体积

计算公式指明了方向：即高相等的立体的体积只与

截面面积有关，体积应该可用截面积来表示．而微积

分出现之后，利用微元法得到的平行截面面积已知

的立体的体积公式（１）正体现了截面面积与体积的

关系．公式（１）的出现既说明了祖暅原理的正确性，

也体现了微积分的巨大威力．从下面的例子可以比

较直观的看出祖暅原理与公式（１）的内在联系．

例１（根据２０１３上海市高考理科数学试题改编而

成）　在ｘｏｙ平面上，将两半圆弧（ｘ－１）２＋ｙ２＝１（ｘ

≥１）、（ｘ－３）２＋ｙ２＝１（ｘ≥３）和两直线ｙ＝１、ｙ

＝－１所围成的区域记作Ｄ，如图１所示，求Ｄ绕ｙ
轴旋转一周所形成的旋转体Ω的体积Ｖ．

图１　 区域Ｄ

解　方法１：祖暅原理．过点（０，ｙ）（｜ｙ｜≤１）作立

体Ω水平截面，不难求得截面面积为４π １－ｙ槡 ２＋８π，

因此需构造一个与立体Ω有相同截面面积的可求体

积的立体，为此构造两个立体：一个是高为２，底面

积为８π的长方体，另一个是半径为１，高为２π的圆

柱体，并平躺放置，这两个立体与Ω放在同一水平面

上，则它们的高相等，且在任何一个高度上Ω的截面

面积与这两个立体的截面面积之和相等，根据祖暅

原理可得Ω的体积与这两个立体的体积之和相等，

故Ω的体积为

Ｖ ＝π×１２×２π＋２×８π＝２π２＋１６π．

方法２：根据旋转体的体积公式（１），Ω的体积为

Ｖ＝∫
１

－１
（３＋ １－ｙ槡 ２）

２

ｄｘ－∫
１

－１
（１＋ １－ｙ槡 ２）

２

ｄｘ

＝２π２＋１６π．

通过本例可以看出方法１难度较大，适用范围

小，只能求一些比较规则立体的体积，对于一些不规

则的立体就无能为力了，而第二个方法则直接简单，

适用范围更加广泛，这是因为有了定积分这样一个

重要工具．由此可见数学的发展对人类的进步是多

么的重要．但定积分只能用来计算平行截面面积易

求的立体体积．

２　 从定积分到二重积分

二重积分出现之后，我们则可以进一步求出曲

顶柱体这类立体的体积，从而扩大了可求体积的立

体的范围．假设立体Ω的底面是ｘｏｙ平面上的有界

闭区域Ｄ，顶面是曲面ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）（ｆ（ｘ，ｙ）≥０且

在Ｄ上连续）的曲顶柱体，其体积可用下面的二重

积分计算

Ｖ ＝
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ． （２）

利用二重积分计算曲顶柱体体积时，先是把曲顶柱

体的体积用二重积分（２）表示，然后化为累次积分

计算．若Ｄ ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ａ≤ｘ≤ｂ，φ１（ｘ）≤ｙ≤

φ２（ｘ）｝，则

　
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
ｂ

ａ∫
φ２（ｘ）

φ１（ｘ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｙ　ｄｘ． （３）

若Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｃ≤ｙ≤ｄ，ψ１（ｙ）≤ｘ≤ψ２（ｙ）｝则

　
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
ｄ

ｃ∫
ψ２（ｙ）

ψ１（ｙ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄ［ ］ｘ　ｄｙ． （４）

因为∫
φ２（ｘ）

φ１（ｘ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ和∫

ψ２（ｙ）

ψ１（ｙ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ分别表示平

行于ｙｏｚ面和ｘｏｚ面的截面的面积，所以把二重积

分化为二次积分就相当于把曲顶柱体转化为了平行

截面面积已知的立体计算体积的．可见利用二重积

分计算立体的体积和利用定积分也有着内在的联

系，而不是孤立的．当然在计算二重积分（２）时，不

一定都须或都能化成（３）或（４），有时需要采用极坐

标或更一般的换元法，所以公式（２）是公式（１）的一

个重要补充．公式２主要用来计算曲顶柱体的体积．

３　 从定积分、二重积分到三重积分

三重积分出现之后，对于任给的立体Ω，其体积

Ｖ 都可利用下面的三重积分来表示：

Ｖ ＝
Ω

ｄｖ． （５）

在直角坐标系下计算该三重积分时通常有两种方法．

对于第一个方法，为说明问题的简便起见，这里我们

只介绍平行于ｚ轴且穿过闭区域Ω内部的直线与闭

区域边界曲面Ｓ相交不多于两个交点的区域的情况

（如果不是这种区域可通过分割化成这种区域）．设区

域Ω投影到ｘｏｙ上得平面闭区域为Ｄ，以Ｄ的边界为

０５
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准线作母线平行于ｚ轴的柱面，该柱面与曲面Ｓ的

交线将曲面Ｓ 分为上下两部分，它们的方程分别为

Ｓ１∶ｚ＝ｚ１（ｘ，ｙ）和Ｓ２∶ｚ＝ｚ２（ｘ，ｙ）．则


Ω

ｄｖ＝
Ｄ

［ｚ１（ｘ，ｙ）－ｚ２（ｘ，ｙ）］ｄｘｄｙ

＝
Ｄ

ｚ１（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ－
Ｄ

ｚ２（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ．

（６）

若ｚ１（ｘ，ｙ）和ｚ２（ｘ，ｙ）都是非负函数，则式（６）可理

解为以Ｓ１∶ｚ＝ｚ１（ｘ，ｙ）和Ｓ２∶ｚ＝ｚ２（ｘ，ｙ）为曲

顶，以ｘｏｙ平面上的闭区域Ｄ为底面的两个曲顶柱体

的体积之差．可见利用公式（６）计算区域Ω的体积实

际上是把其转化为曲顶柱体的体积进行计算的．

对于第二个方法，设Ω＝ ｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜（ｘ，ｙ）∈

Ｄｚ，ｃ１≤ｚ≤ｃ２｝，其中Ｄｚ是竖坐标为ｚ的平面截立

体Ω所得的平面闭区域，则


Ω

ｄｖ＝∫
ｃ２

ｃ１
ｄｚ

Ｄｚ

ｄｘｄｙ＝∫
ｃ２

ｃ１
Ａ（ｚ）ｄｚ， （７）

其中Ａ（ｚ）＝
Ｄｚ

ｄｘｄｙ表示平面区域Ｄｚ的面积．可见

利用公式（７）计算立体的体积是直接转化为平行截

面面积已知的立体体积进行计算的．当然我们在计

算三重积分（５）的时候，不一定都须或都能化成公

式（６）或（７），有时需要采用柱面坐标或球面坐标或

更一般的换元法计算［３］，所以利用三重积分计算立

体体积这一方法最一般，适用范围最广泛．

例２　计算椭球面ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２＋

ｚ２
ｃ２ ＝１
围成的椭球

体Ω的体积Ｖ．

解　方法１：利用定积分，把椭球体看作平行截

面面积已知的立体．用竖坐标为ｚ的平面截立体Ω
所得的截面为椭圆面

Ｄｚ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）｜ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ≤１－

ｚ２
ｃ｛ ｝２ ，

由椭圆的面积公式不难求得Ｄｚ 的面积为Ａ（ｚ）＝

πａｂ（１－ｚ
２

ｃ２
），故椭球体Ω的体积为

Ｖ ＝∫
ｃ

－ｃ
πａｂ（１－ｚ

２

ｃ２
）ｄｚ＝ ４３πａｂｃ．

（８）

方法２　 利用二重积分，把上半个椭球体看作

曲顶柱体，根据椭球体的对称性，令ｘ＝ａｒｃｏｓθ，ｙ＝

ｂｒｓｉｎθ，不难求得椭球体Ω的体积为

Ｖ ＝２
Ｄ

ｃ　１－ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ槡 ２ｄｘｄｙ

＝２
Ｄ

ａｂｃｒ　１－ｒ槡 ２　ｄｒｄθ＝ ４３πａｂｃ．

（９）

其中Ｄ＝ ｛（ｘ，ｙ）｜ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ≤１

｝表示椭球体Ω在

ｘｏｙ平面上的投影区域．

方法３　 利用三重积分，椭球体Ω的体积为

Ｖ ＝
Ω

ｄｖ＝∫
ｃ

－ｃ
ｄｚ

Ｄｚ

ｄｘｄｙ

＝∫
ｃ

－ｃ
πａｂ（１－ｚ

２

ｃ２
）ｄｚ＝ ４３πａｂｃ

，

（１０）

或

Ｖ ＝
Ω

ｄｖ＝
Ｄ
∫

ｃ　 １－ｘ
２

ａ２
－ｙ
２

ｂ槡 ２

－ｃ　 １－ｘ
２

ａ２
－ｙ
２

ｂ槡 ２

ｄ［ ］ｚ　ｄσ

＝２
Ｄ

ｃ　１－ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ槡 ２ｄｘｄｙ＝

４
３πａｂｃ．

（１１）

在利用三重积分计算该椭球体体积时，式（１０）是把

三重积分化成了式（８）中的定积分，相当于把椭球体

Ω看成了平行截面面积已知的立体，式（１１）是把三

重积分化成了式（９）中的二重积分，相当于把椭球体

Ω转化为了曲顶柱体．

４　结语

由以上分析论述不难看出，公式（１）与公式（２）

互为补充，公式（１）主要用于计算平行截面面积易求

的立体体积，公式（２）主要用于计算曲顶柱体或容易

转化为曲顶柱体的立体体积．公式（５）应用最为广

泛，用其计算立体的体积时，易于表示，而且计算时

可选的方法更加灵活多样．而祖暅原理只能计算一

些比较特殊的立体的体积．由此可见，随着积分学的

发展，人们能计算体积的立体范围逐渐扩大，这也充

分体现了高等数学的发展对人类社会的进步是多么

的重要．
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