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摘　要　本文在总结多元函数最值求法的基础上，结合实例，指出求解问题中的几个容易被卡住的地方，并给出解

决这些问题的几点心得．
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　　 求解实际问题中多元函数的最小值和最大值

是偏导数的一个重要应用，也是高等数学的一个难

点．在求解时，一般要首先分清所给问题是一个条

件最值问题，还是一个无条件最值问题．对于无条件

最值问题，则一般是先找到极值的嫌疑点即稳定点

和偏导数不存在的点，再求出边界上的最值点，在求

边界上的最值点时，一般是把边界满足的方程作为

约束条件，转化为条件极值来求，最后比较这些点处

的函数值的大小即可求出函数的最值．对于条件最

值问题，通常有两种求法：一种是转化为无条件最值

问题的代入法，另一种是拉格朗日乘数法．熟练掌握

这些基本理论方法是求解实际问题中最值问题的前

提．但在求解具体问题时，出于各种原因很多同学仍

然求不出来，下面将对其原因进行认真分析，并提出

几点解题心得，供大家参考．

１　 自变量的选取要得当

　　 求解实际问题中的最值问题，第一步就是根据

问题背景，通过合理假设，选取自变量，建立数学模

型．其中自变量的选取对于求得目标函数、约束方程

以及随后的计算过程是非常重要的．

例１　设圆的半径为ａ，求该圆外切三角形面积

的最小值．

图１　 外切三角形

解　如图１所示，设圆心为Ｏ，ΔＡＢＣ为圆Ｏ的

任意外切三角形，Ｄ，Ｅ，Ｆ为切点，设切点处的半径

两两相夹所成的圆心角分别为α，β，γ，则α＋β＋γ＝
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２π，不难得出ΔＡＢＣ的面积表达式为

Ｓ＝ａ２（ｔａｎα２＋ｔａｎ
β
２＋ｔａｎ

γ
２
）

＝ａ２（ｔａｎα２＋ｔａｎ
β
２－ｔａｎ

α＋β
２
）

其中０＜α，β＜π．令其偏导数等于０可得α＝β＝

γ＝２３π．
又因为Ａ＝Ｓ″αα（２π３

，２π
３
）＝ 槡４　３ａ２＞０，Ｂ＝

Ｓ″αβ（
２π
３
，２π
３
）＝ 槡２　３ａ２，Ｃ＝Ｓ″ββ（２π３

，２π
３
）＝ 槡４　３ａ２，Ｂ２

－ＡＣ＝－３６ａ４＜０，所以Ｓ在稳定点（２π３
，２π
３
）取极

小值，又因为是唯一的稳定点，没有偏导数不存在的

点，所以也是最小值点，即ΔＡＢＣ为正三角形时面积

最小，最小值为 槡３　３ａ２．
在解决这个问题时，我们选取切点处的半径两

两相夹所成的圆心角作为自变量，目标函数和约束

方程都比较容易求出．但很多同学却不能顺利求出

该题，其中一个原因是自变量的选取不当．若该题选

取三角形顶点与圆心的连线两两相交所成的圆心角

α′，β′，γ′为自变量求解，则约束方程α′＋β′＋γ′＝２π
容易求得，但目标函数很难用它们表示．若选取三边

的长ｘ，ｙ，ｚ为自变量，则目标函数Ｓ＝１２ａ
（ｘ＋ｙ＋

ｚ）很容易求得，但约束方程比较难求．另外，如果本

题把切点处的半径两两相夹所成的圆心角设为２α，

２β，２γ，则能使得运算过程更加简单，而如果直接设

成２α，２β，２π－２α－２β，则可直接把本例中的极值问

题转化为无条件极值问题，计算起来更加快捷．

心得１：在求最值应用问题时，自变量的选取非

常关键．选取自变量时，一方面要便于寻找变量之间

的关系，即约束方程，另一方面也要便于求得目标函

数的表达式，同时兼顾运算过程简化．

２．在求解条件极值问题时，注意对目标函数

与约束方程进行灵活转化

　　例２　在椭圆ｘ２＋４ｙ２＝４上求一点，使它到直

线２ｘ＋３ｙ－６＝０的距离最短．

解 　 设（ｘ，ｙ）为椭圆上任意一点，则点（ｘ，ｙ）

到直线２ｘ＋３ｙ－６＝０的距离为

ｄ＝｜２ｘ＋３ｙ－６　｜
槡１３

（１）

若直接以（１）式为目标函数可构造如下拉格朗日函

数

Ｌ（ｘ，ｙ，λ）＝｜２ｘ＋３ｙ－６　｜
槡１３

＋λ（ｘ２＋４ｙ２－４）

因为上式中含有绝对值，不是初等函数，求导不方

便，所以直接以（１）式作为目标函数进行求解是非

常麻烦的，故用

ｄ２ ＝ｆ（ｘ，ｙ）＝ １１３
（２ｘ＋３ｙ－６）２ （２）

为目标函数，构造如下拉格朗日函数

Ｌ（ｘ，ｙ，λ）＝ １１３
（２ｘ＋３ｙ－６）２＋λ（ｘ２＋４ｙ２－４）

令其偏导数等于０可解得稳定点（８５
，３
５
，５
５２
），

（－８５
，－３５

，５
５２
），且ｆ（８５

，３
５
）＝ １１３

，ｆ（－８５
，－３５

）

＝１２１１３
，因为椭圆为一有界封闭曲线，它与直线之间

必有最短距离，所以椭圆上的点（８
５
，３
５
）到直线的

距离最短．

心得２：对目标函数或约束方程进行合理转化

或变形，对于简化某些最值问题的求解过程是非常

必要的．目标函数转换的基本原则是保持转换后的

目标函数与原来的目标函数具有相同的最值点．而

约束程转化的基本原则是保持转换后的约束方程与

原来的约束方程具有相同约束性．

３．求条件极值问题时，注意求解方法的选取

　　 求解条件极值问题，通常有两种方法：拉格朗

日乘数法和转化为无条件极值问题的代入法．其中

拉格朗日乘数法条件更加宽松，适用范围更加广泛，

其适用范围一般教科书上都有明确的定理［１］给

出．而代入法要求的条件更加严格，关于代入法的适

用范围和注意的问题，文献［２－４］进行了详细的阐

述．

例３　 形状为椭球４ｘ２＋ｙ２＋４ｚ２≤１６的空间

探测器进入地球大气层，其表面开始受热，１小时后

在探测器的点（ｘ，ｙ，ｚ）处的温度为Ｔ＝８ｘ２＋４ｙｚ－

１６ｚ＋６００，求探测器表面最热的点．
解法一（代入法）：将约束方程４ｘ２＋ｙ２＋４ｚ２＝

１６化为ｘ２ ＝１６－ｙ
２－４ｚ２
４

，然后代入Ｔ ＝８ｘ２＋

８４
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４ｙｚ－１６ｚ＋６００可得

Ｔ＝－２ｙ２－８ｚ２＋４ｙｚ－１６ｚ＋６３２，

　　　　　（ｙ２＋４ｚ２ ≤１６）　　　　　　（３）

下面分三步求（３）式的最值：（ⅰ）求可能的极

值点．令（３）式的偏导数等于０可得两个稳定点（－

４
３
，－４３

，－４３
）和（４

３
，－４３

，－４３
）．（ⅱ）求边界ｙ２

＋４ｚ２ ＝１６上的可能最值点，构造拉格朗日函数

Ｌ（ｙ，ｚ，λ）＝－２ｙ２－８ｚ２＋４ｙｚ－１６ｚ＋６３２＋

λ（ｙ２＋４ｚ２－１６）

令其偏导数等于０可得稳定点（０，４，０，２）．（ⅲ）比

较函数值的大小．比较函数值Ｔ（－４３
，－４３

，－４３
）

＝１９２８３
，Ｔ（４３

，－４３
，－４３

）＝１９２８３
，Ｔ（０，４，０）＝

６００，可得探测器表面的最热的点为（－４３
，－４３

，－

４
３
）和（４

３
，－４３

，－４３
）．

解法二（拉格朗日乘数法）：构造拉格朗日函数

Ｌ（ｘ，ｙ，ｚ，λ）＝８ｘ２＋４ｙｚ－１６ｚ＋６００＋λ（４ｘ２

＋ｙ２＋４ｚ２－１６）

令其偏导数等于０可得拉格朗日函数的三个稳定点

为（－４３
，－４３

，－４３
，－２），（４３

，－４３
，－４３

，－２），

（０，４，０，０）．因为Ｔ（－ ４３
，－ ４３

，－ ４３
）＝１９２８３

，

Ｔ（４３
，－４３

，－４３
）＝１９２８３

，Ｔ（０，４，０）＝６００，所以

探测器表面的最热的点为（－ ４３
，－ ４３

，－ ４３
）和

（４
３
，－４３

，－４３
）．对于本题，拉格朗日乘数法要比

代入法简单．

心得３：在求条件极值问题时，恰当的选取求解

方法，能简化运算过程．

４．利用拉格朗日乘数法求条件最值问题时，要

注意考虑约束方程所表示的曲面的边界点或

曲线的端点和梯度等于０
→ 的点处的函数值．

　　 根据文献［２］中的定理１８．６可得，求目标函数

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）（ｆ（ｘ，ｙ））在 约 束 方 程 φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝

０（φ（ｘ，ｙ）＝０）下的极值时，如果ｆ和φ在Ｄ内都具

有一阶连续的偏导数，当内点 Ｐ０ 是极值点且

ｇｒａｄφ（Ｐ０）≠０
→，则存在常数λ０，使得（ｘ０，ｙ０，ｚ０，

λ０）（（ｘ０，ｙ０，λ０））为拉格朗日函数的稳定点．因此利

用拉格朗日乘数法只能求出满足ｇｒａｄφ（Ｐ０）≠０
→ 的

极值点Ｐ０，但满足ｇｒａｄφ（Ｐ０）＝０
→的内点Ｐ０也可能

是目标函数极值点，当然也可能是最值点．另外目标

函数的最值也有可能在曲面φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０的边界

或曲线φ（ｘ，ｙ）＝０的端点取到，而极值则不会在曲

面边界或曲线端点取到．因此，求目标函数的最值

时，除了考虑根据拉格朗日乘数法求出的稳定点处

的函数值，还要考虑约束方程所表示的曲面的边界

点或曲线的端点和梯度等于０→ 的点处的函数值，然

后比较这些点处的函数值即可求出目标函数的最

值，否则容易得出错误的结论或求不出结果．下面

以文献［５］中的例子为例说明．

例４　 某公司的两个工厂生产同样的产品．第

一个工厂生产ｘ单位产品和第二个工厂生产ｙ单位

产品的总成本为Ｃ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋２ｙ２＋５ｘｙ＋７００，若

该公司生产任务是５００单位产品，问如何分配任务

才能使总成本最小．

解　由题意可知本题是求在ｘ＋ｙ＝５００的条

件下，Ｃ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋２ｙ２＋５ｘｙ＋７００的最小值，构

造拉格朗日函数

Ｌ（ｘ，ｙ，λ）＝ｘ２＋２ｙ２＋５ｘｙ＋７００＋λ（ｘ＋ｙ－

５００）令其三个偏导数等于０可得ｘ＝１２５，ｙ＝３７５．
如果不考虑自变量ｘ，ｙ取值范围，则很容易误认为

当ｘ＝１２５，ｙ＝３７５时成本最小．但由题意可得ｘ，

ｙ的取值范围是以（５００，０）和（０，５００）为端点的直线

段．所以最小值还有可能在约束方程ｘ＋ｙ＝５００的

端点（５００，０）和（０，５００）取到．因为Ｃ（１２５，３７５）＝

５３１９５０，Ｃ（５００，０）＝２５０７００，Ｃ（０，５０００）＝５００７００．
所以当ｘ＝５００，ｙ＝０时成本最小，即把任务都分配

给第一个工厂，总成本最小．而ｘ＝１２５，ｙ＝３７５实

际上是最大值点．文献［５］认为利用拉格朗日乘数

法很难求出本题，故改用了代入法，但如果能考虑到

限制条件所表示的线段端点处的函数值，则利用拉

格朗日乘数法是可以求出的．

心得４：在利用拉格朗日乘数法求解条件最值

问题时，不要忽视限制条件表示的曲面边界点或曲

线端点处的函数值和梯度等于０→ 的点处的函数值．
（下转第５１页）

９４
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在且二者相等，即ｌｉｍ
Ｐ→Ｐ０
ｆ（Ｐ）＝ｆ（Ｐ０），则称ｆ（Ｐ）在

点Ｐ０ 连续．
而基于“聚点定义”的二元连续的定义为：

定义４［２］　设二元函数ｆ（Ｐ）＝ｆ（ｘ，ｙ）的定义
域为Ｄ，Ｐ０（ｘ０，ｙ０）是Ｄ的聚点且Ｐ０ ∈Ｄ．如果

ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（ｘ０，ｙ０）

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ０，ｙ０），

那么称函数ｆ（ｘ，ｙ）在点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）连续．
需要特别注意的是，基于“聚点定义”的二元连

续的定义４可能不满足《数学分析》教材中［１，３］给
出的某些特殊结论，比如：如果二元函数ｆ（ｘ，ｙ）在
点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）处连续，那么一元函数ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ，

ｙ０）在点ｘ＝ｘ０处连续，ｈ（ｙ）＝ｆ（ｘ０，ｙ）在点ｙ＝
ｙ０ 处也连续．
下面我们就来看一个简单的反例：考虑二元函

数

ｆ（ｘ，ｙ）＝

ｘｙ＋槡 １－１
ｘｙ

，ｘｙ－１，ｘｙ≠０；

１
２
，（ｘ，ｙ）＝ （０，０）

烅

烄

烆
．

易知ｆ（ｘ，ｙ）的定义域是

Ｄ＝ （ｘ，ｙ）｜ｘｙ－１，ｘｙ≠｛ ｝０ ∪ ０，（ ）｛ ｝０ ，

并且Ｐ０ ０，（ ）０ 是Ｄ的聚点，根据定义４，我们有

ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘｙ＋槡 １－１
ｘｙ

＝ ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘｙ　＋槡 １－（ ）１· ｘｙ＋槡 １＋（ ）１
ｘｙ· ｘｙ＋槡 １＋（ ）１

＝ ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

１
ｘｙ＋槡 １＋１

＝ １２ ＝ｆ
（０，０）

从而二元函数ｆ（ｘ，ｙ）在Ｐ０（０，０）点处连续，但
是ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ，０）在Ｘ轴上除原点Ｐ０（０，０）外处处
都没有定义，自然在ｘ＝０点处不连续，ｈ（ｙ）＝
ｆ（０，ｙ）在Ｙ 轴上除原点Ｐ０（０，０）外处处也都没有

定义，自然在ｙ＝０点处也不连续．
上述问题是由于Ｐ０（０，０）仅仅是定义域Ｄ的聚

点而不是内点造成的，如果Ｐ０（０，０）是二元函数的
内点的话，就不会出现这种问题了．事实上，令

ｇ（ｘ，ｙ）＝

ｘｙ＋槡 １－１
ｘｙ

，ｘｙ－１，ｘｙ≠０；

１
２
，ｘ＝０或ｙ＝０

烅

烄

烆
．

则由定义４可知ｇ（ｘ，ｙ）在内点Ｐ０（０，０）处二元连

续，并且ｈ（ｘ）＝ｇ（ｘ，０）≡ １２
在ｘ＝０点处连续，

ｋ（ｙ）＝ｇ（０，ｙ）≡ １２
在ｙ＝０点处连续．

通过本文的讨论可以知道，尽管二重极限的“空
心邻域定义”容易理解、过渡自然，但是它有致命的
缺陷，应该尽量避免使用．不过大家在使用主流的
“聚点定义”时也需要注意，在某些特定的场合，或
者对某些特殊的结论，“聚点定义”可能需要作一定
的补充和修正，比如对于“二元连续，则两个一元连
续”这个特殊结论，如果我们能事先声明该结论所
涉及的点Ｐ０（ｘ０，ｙ０）是定义域Ｄ的内点的话［１，３］，
那么这个结论毫无疑问也是正确的．
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最后需要补充说明的是，在求解多元函数最值问题
时，除了以上介绍的理论、方法之外，对于个别问题，

有时也可根据问题的几何意义直观的求出结果．例
如在例２中，从直观上不难想象，当已知直线与椭圆
无交点时，椭圆上平行已知直线的切线有两条，对应
的切点有两个．其中一个到直线的距离最短，另一个
最长，因此也可通过求平行于已知直线的切线的切
点求解．
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